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Chapitre 1

Introduction et historique

1.1 Des cristaux a la matiere condensée

Depuis la découverte de la diffraction des rayons X par Max von Laue en 1912, la phy-
sique des solides consiste en ’étude des propriétés macroscopiques d’un solide a partir de sa
structure. Le prototype du solide est le cristal, objet ordonné et périodique. Cette périodi-
cité est la propriété la plus importante pour développer la théorie du spectre d’énergie des
électrons, des vibrations de réseau ou de l'interaction rayonnement matiere. De ces théories,
on peut calculer les grandeurs thermiques, électriques, optiques, élastiques ou magnétiques.
Pour obtenir les structures des cristaux périodiques il faut utiliser les méthodes de cristallo-
graphie.

A partir des années 1980, la physique des solides se transforme progressivement en phy-
sique de la matiére condensée, comme en témoigne le titres des cours les plus récents [1,5].
Les méthodes structurales évoluent également : la cristallographie devient un chapitre d’une
science plus vaste, qui traite de la structure de la matiere condensée.

Les raisons de ce changement sont multiples. D’abord, les objets d’étude ont changé. Des
solides ordonnés mais non périodiques - apériodiques - sont découverts, comme les cristaux
incommensurables et les quasi-cristaux. Les cristaux désordonnés comme les alliages, les
cristaux plastiques, les verres orientationnels ou les verres de spin sont étudiés par toutes
les techniques classiques de la physique des solides. Des structures intermédiaires entre les
cristaux et les liquides comme les cristaux liquides ou les mélanges lyotropes, permettent de
faire évoluer la notion d’ordre. Enfin les polymeéres et les matériaux biologiques dévoilent
des modes d’organisation nouveaux.

La dimensionalité et la taille des objets ont également changé. Des systemes unidimen-
sionnels sont étudiés, tant du point de vue théorique qu’expérimental. La physique des sur-
faces apparait et devient une branche a part de la physique. Plus récemment, les concepts de
physique des solides sont testés sur des objets de taille nanoscopique comme des agrégats,
des macromolécules biologiques isolées ou les nanotubes de carbone. La nanophysique nait
a la fin du XX¢ siecle.

Enfin, les concepts de physique des solides ont considérablement évolués. La notion de
brisure de symétrie, introduite par L. Landau & propos des transitions de phase, s’applique
a toute la matiére condensée, quelque soit son type d’ordre : supraconducteur, cristaux
liquides, quasicristaux, ferroélectriques. Les lois d’échelles permettent de comprendre les
transition de phase, mais aussi le comportement des polymeres, ou les objets fractals comme
certains agrégats. Les défauts topologiques, comme les dislocations ou les désinclinaisons,

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE

sont classifiés, découverts dans de nombreux systémes.

Le but de ce cours est l'introduction aux différentes structures des solides ordonnés
et désordonnés et aux méthodes expérimentales permettant d’obtenir ces structures. Ces
techniques permettent d’accéder a la structure d’un solide (comment les atomes sont placés
les uns par rapport aux autres), sa dynamique (comment ces atomes bougent) et sa structure
magnétique (comment les moments magnétiques élémentaires sont orientés).

1.2 Historique

L’historique ci-dessous donne les dates de quelques découvertes ou inventions importantes
qui ont marqué notre compréhension des structures des solides (voir aussi § 16).

1772 : Jean-Baptiste Romé de 1'Isle énonce la loi de constance des angles grace aux
mesures réalisées avec Arnoud Carangeot : « L’angle entre deux faces d’un cristal de méme
nature reste invariable quelque soit le développement des faces ».

1781 : René-Just Haiiy propose que la régularité des formes extérieures d’un cristal reflete
exactement I'arrangement des éléments qui le constituent. R.-J. Haiiy est considéré comme
le pere de la cristallographie.

1849 : Auguste Bravais établit 'existence des 14 types de réseaux.

1879 : Léonard Sohncke identifie 66 groupes de symétrie et ouvre la voie a Schoenflies et
Fedorov, qui trouvent les 230 groupes d’espace.

1895 : Découverte des rayons X par Rontgen a Wiirzburg (Allemagne). Le « X » indique
que la nature de ces rayons était inconnue.

1896 : Découverte de la radioactivité par Becquerel, en cherchant, apres une suggestion
d’Henri Poincaré, si certains sels d’uranium, qui étaient fluorescents, n’émettaient pas des
rayons X.

1897 : Découverte de I’électron par J. J. Thomson.

En trois ans, la physique classique était bouleversée.

1912 : Von Laue, Friedrich, Knipping : premiére expérience de diffraction des rayons X sur
un cristal de ZnS. Ils montrenet que les rayons X sont des ondes et le cristal un arrangement
périodique d’atome. La physique des solides peut s’appuyer désormais sur une connaissance
stire de la structure des matériaux qu’elle étudie.

1913 : Les Bragg, pere et fils, donnent une interprétation simple de la diffraction (NaCl,
CsCl) par analogie avec une réflexion sur des miroirs : les plans réticulaires.

1915 : Méthode des poudres (Scherrer). Structure des métaux.

1918-1925 : Diffusion par des cristaux mixtes désordonnés : Von Laue.

1927 : Expérience de Davisson et Germer : diffraction des électrons. Preuve des ondes de
matieres. Début de la diffraction électronique.

1935 : Cristallisation du virus de la mosaique du tabac par Stanley (Nobel 1946). C’est
le premier pas vers la détermination des structures des macromolécules biologiques.

1938 : Diffusion aux petits angles (Guinier).

1945 : Diffusion des neutrons, construction du réacteur d’Oak Ridge.

1947 : Découverte du rayonnement synchrotron (F. R. Elder, R. V. Langmuir et H. C.
Pollock) au centre de recherche de General Electric de Schenectady (New York). L’existence
de ce type rayonnement avait été prévu en 1898 par Alfred Liénard.

1950 : Diffusion inélastique des neutrons (Brockhouse). Mise au point du spectrometre
« Trois axes » en 1958. Prmieres études de la dynamique de la matiere.

Diffusion magnétique des neutrons (Schull) (Nobel 1995). Premieres études de structure
magnétique (NiO).

1953 : Découverte de la structure de ’ADN par Watson et Crick.
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1960-62 : Premiéres structures de molécules biologiques : Myoglobine (Kendrew, 1960),
Hémoglobine (Pérutz, 1962) (Nobel 1962).

1970 : Premieres utilisations du rayonnement synchrotron (sources intenses de rayons X).

1960-70 : Structures incommensurables (Minéraux, Isolants et Métaux).

1982 : Microscope & effet tunnel (Binnig, Rohrer), (Nobel 1986).

1984 : Découverte des quasi-cristaux (Shechtman, Blech, Gratias, Cahn).
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Chapitre 2

Notion d’ordre dans la matiere
condensée

Dans le dictionnaire de I’Académie, l'ordre est défini comme un « arrangement, une
disposition réguliere des choses les unes par rapport aux autres ». Mais en physique les
« choses » sont des atomes ou des molécules, dont I'existence mit quelque temps a étre
découverte. En conséquence, le concept d’ordre dans la matiere n’a emergé que lorsque celui
d’atome devenait incontournable. Ainsi, et pour ne citer que quelques uns des acteurs [2],
il aura fallu que les chimistes découvrent l'existence d’éléments (Cavendish, Lavoisier au
XVII® siecle) et commencent & les classer (Mendeleiev-1869), que les physiciens établissent
une théorie cinétique des gaz & partir de particules en mouvement (Bernouilli au XVIII®
siecle, Avogadro-1811) et que les cristallographes (Haiiy-1781, Delafosse-1840) intuitent une
disposition réguliere de mailles et de motifs dans les cristaux pour que la notion d’atome
puisse commencer a s’imposer.

Avec Ludwig Boltzmann, qui propose en 1877 une théorie statistique reliant propriétés
macroscopique et microscopique, la notion d’ordre s’associe a celle d’entropie. En effet, 'aug-
mentation d’entropie - mesure du désordre - observée lors d’une fusion et d’une vaporisation
établira qu’un solide est plus ordonné qui liquide, et celui-ci plus qu’un gaz.

Apres Lev Landau, c’est au concept de symétrie que l'ordre s’associera. En 1937, il pu-
bliera sa théorie phénoménologique des transitions de phases du second ordre, dans laquelle
la notion de symétrie brisée & la transition est essentielle. Ainsi, lorsqu’un un corps s’ordonne
en changeant de phase, il perd des symétries et son entropie diminue.

Cependant, bien que les trois notions d’ordre, d’entropie et de symétrie soit intimement
liées, elles ne sont évidemment pas synonymes. Dire que I'entropie de 1g de glace augmente
de 1,2 J/K lors de sa fusion, ne permet pas de dire que la glace est un cristal périodique ni
que sa symétrie est hexagonale...

L’ordre qui nous intéressera dans ce chapitre est 'ordre géométrique de la matiere conden-
sée et se rapporte, comme 'exprime la définition au début du chapitre, a la maniere dont
les atomes ou les molécules sont arrangés les uns par rapport aux autres. Ainsi, apres avoir
déterminé la nature des « choses » qui s’ordonnent, la question de leur disposition et de
leur régularité put se poser et ce n’est qu’apres la naissance des techniques d’investigation
structurales que ces problemes purent étre abordés. Ces techniques, utilisées pour 1’étude
structurale de toute forme de matiere condensée, qu’elle soit issue du monde minéral, du
monde du vivant ou de la chimie, ont permis de découvrir un ensemble inattendu de types
d’ordres structuraux, allant des simples gaz, aux quasicristaux, en passant par les cristaux

15
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périodiques, les verres et les phases mésomorphes. Ces études ont permis de définir plus
précisément la notion d’ordre que nous décrirons dans la suite.

De maniere assez abstraite, on peut d’abord donner de d’ordre géométrique d’un en-
semble de points (d’atomes) la définition suivante [27] : « Un ensemble infini de points de
lespace est géométriquement ordonné, s’il peut étre engendré par un algorithme détermi-
niste de complexité finie. » Ainsi un simple cristal, formé de la répétition infini d’un motif de
base, est ordonné au sens donné ci-dessus. Les figures géométriques dites fractales, obtenues
par récurrence a partir d'une figure initiale, font également partie des ensembles ordonnés.
Il apparait aussi que comme toute notion de hasard est éliminée par 1’aspect déterministe
du processus, un gaz n’est pas ordonné géométriquement. Les subtilités de cette définition
de l'ordre seront discutées au chapitre 7. Notons pour le moment que cette définition n’est
pas physique au sens ou elle ne permet pas de savoir expérimentalement si un corps est
ordonné ou pas, de plus elle lie les concepts d’ordre et de déterminisme, ce qui est également
discutable. C’est en essayant de relier cette définition de l'ordre aux techniques de diffrac-
tion — une tache loin d’étre évidente — que nous serons amenés a introduire la fonction de
corrélation de paire, qui a ’avantage d’étre mesurable expérimentalement. Cette fonction
fait ’objet du paragraphe suivant.

2.1 Fonction de corrélation de paire

Dans un corps monoatomique !, la fonction de corrélation de paire g(r) est définie par :

d*r

dn(r) = §(r)d%r + g(r)— (2.1.1)

a

ou dn(r) est le nombre moyen d’atomes dans un volume dv situés a une distance r d’un
atome origine. v, = V/N est le volume moyen occupé par un atome (V est le volume total,
N le nombre total d’atomes). La moyenne considérée ici est a la fois spatiale et statistique
(voir § 12). On remarquera qu’avec cette définition g(0) = 0.

g(r) est un cas particulier de la fonction de corrélation de paire dépendente du temps
G(r,t), qui donne le nombre moyen d’atomes dans un volume dv au temps t, situés & une
distance r d’un atome origine a l'instant ¢ = 0. Ces deux fonctions sont reliées par :

Gr,0) = o(r)4+ 2 (2.1.2)

Va

Cette relation permet de comprendre que g(r) soit parfois appelée fonction de corrélation
de paire atome-atome statique ou instantanée.

L’importance des fonctions de corrélations g(r) et G(r,t) en physique de la matiere
condensée tient au fait qu’on peut les déterminer par des méthodes de diffraction : rayons
X pour l'une, neutrons pour l'autre. Ce sont méme les seules grandeurs structurales et
dynamiques de volume que ’on puisse obtenir directement. Il n’existe pas a ’heure actuelle
de méthodes holographiques permettant d’obtenir directement les positions des atomes.
Signalons quand-méme que les microscopies de proximité (microscope a effet tunnel ou a force
atomique) permettent de visualiser directement la répartition des atomes, mais simplement
a la surface d’un solide.

1. Dans un corps contenant plusieurs type d’atomes A et B, en concentrations x4 et xp la fonction de
corrélation de paires g(r) s'écrit : g(r) = 24 gaa(r) + 2z4a2p945(r) + 2595E(r).
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A

g(n)

FIGURE 2.1 — Définition de la fonction de corrélation de paire atome-atome g(r).

Selon le comportement de g(r) & linfini, on distingue trois types d’ordre : 'ordre a
courte distance (OCD) et le quasi-ordre a grande distance (QOGD), pour lesquels
g(|r] = o0) = 1 et I'ordre a grande distance (OGD), pour lequel g(r) n’a pas de limite
a linfini. Un calcul de g(r) permettant de distinguer ces trois cas sera proposé au § 14.2.3.
Notons que certains matériaux comme les cristaux liquides ont des fonctions de corrélation
de paire anisotropes : un ordre a grande distance peut étre observé dans une direction et un
ordre a courte distance dans une autre.

La figure 2.1 permet aussi de définir le concept de coordination, qui décrit 1’environ-
nement d’un atome, le nombre de premiers voisins et leur type. Les atomes situés a égale
distance d’un atome donné forment une sphere de coordination et le nombre d’atomes de la
premieére sphere de coordination, ou de plus proches voisins, et appelé I'indice de coordi-
nation ou coordinence.

2.2 Etat désordonné : I’ordre a courte distance

Un corps possede un ordre a courte distance si g(r — co) = 1. La décroissance globale
de g(r) se caractérise généralement par une longueur £ appelée longueur de corrélation, c’est-
a dire que son enveloppe se comporte en ~ e € (voir fig. 2.1 et fig. 12.9 pour un exemple
expérimental). Les liquides, les solides amorphes et les verres sont des exemples de corps
possédant un ordre a courte distance. La distinction entre une phase amorphe et un verre
est qu’'une phase amorphe cristallise rapidement lorsqu’on la réchauffe alors qu’un verre
repasse progressivement dans un état liquide. Les phases amorphes et les verres sont des
variantes des solides désordonnés.
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La différence entre ces solides désordonnés et les liquides est, elle, d’origine dynamique.
En effet, les constantes de temps typiques d'un liquide sont < 1s (eau 107!2 s). Pour les
verres il peut étre de l'ordre du jour, du siécle (vitraux des cathédrales) ou d’un temps
géologique comme pour les verres naturels comme ’obsidienne.

On distingue plusieurs types de matériaux amorphes. Les amorphes métalliques, que
I’on peut voir comme un empilement aléatoire de spheres. Les amorphes comme le silicium
amorphe, qui est 'exemple d’un matériau dans lequel les atomes sont tétracoordonnés et
dont les liaisons forment un réseau aléatoire. Enfin les polyméres forment une famille de
matériaux désordonnés.

Dans de tels corps, g(r) tend vers 1 dans toutes les directions de l'espace (fig. 2.1), mais
Pordre local se traduit par des oscillations de g(r) aux faibles distances. Les premiers pics de
g(r) correspondent aux distances moyennes des premiers et seconds voisins. L’aire des pics
est proportionnelle au nombre de voisins, leur largeur aux fluctuations de distance.

FIGURE 2.2 — Simulation sur ordinateur d’un agrégat fractal de particules de silice, dans une
matrice de caoutchouc. (D’apres F. Finocchi, Laboratoire de physique des solides, Orsay).

2.3 Etat ordonné a grande distance : le cristal

Un corps est dit ordonné a grande distance si g(r) n’a pas de limite & I'infini, ¢’est-
a-dire si g(|r| — o0) # 1. g(r) montre alors des oscillations qui ne s’atténuent pas a Uinfini.

2.3.1 Cristaux périodiques

Un cristal périodique est la répétition périodique d’un groupement d’atomes appelé mo-
tif. Ce motif est associé & une maille (a,b,c) qui pave Uespace. Un cristal périodique est
un motif associé & un réseau. Le motif peut étre un atome (métaux simples, Ar), deux ou
plusieurs atomes (NaCl, pérovskites), une molécule (cristaux moléculaires, benzéne) ou une
macromolécule (virus, protéine). Dans un cristal périodique la fonction g(r) est un ensemble
de pics périodique.
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FIGURE 2.3 — Modulation displacive d’une rangée d’atomes, de longueur d’onde incommen-
surable avec le réseau. A et a sont dans un rapport irrationnel.

2.3.2 Cristaux apériodiques

Un cristal apériodique est un matériau possédant de l'ordre & grande distance mais pas
de périodicité de translation. L’ordre est cependant décrit de maniere déterministe. Nous
verrons au chapitre 7, qu’on peut considérer ces cristaux comme des projections sur notre
espace d’objets périodiques dans un espace de dimension supérieure a 3.

Phases incommensurables (voir § 7.2)

Dans une structure incommensurable, une propriété locale du cristal possede une périodi-
cité incommensurable, c’est-a-dire dans un rapport irrationnel avec la périodicité du cristal.
Par exemple, certains atomes d’un réseau peuvent subir un déplacement u,, par rapport a
leur position moyenne r,, selon une loi du type :

u, =r, + ugsink.r, (2.3.1)

ou k est un vecteur d’onde tel que la longueur d’onde associée A\ = 27/k soit incommensu-
rable avec le pas du réseau considéré (fig. 2.3).

La propriété locale modulée peut étre la polarisation électrique (comme dans NaNOs),
la densité de charge des électrons de conduction dans des matériaux de basse dimension
(métaux synthétiques comme NbSez, TTF-TCNQ), l'occupation des sites du réseau comme
dans les alliages a longue période d’AuCu, le moment magnétique comme dans les phases
onde de densité de spin du chrome, ou les phases hélimagnétiques de MnAus. Les struc-
tures incommensurables sont des objets apériodiques mais parfaitement ordonnés. Elles ont
été observées depuis 40 ans dans des métaux, des minéraux ou des isolants. Dans les mé-
taux, 'origine des ondes de densité de charge ou de spin est généralement 'instabilité du gaz
d’électrons unidimensionnel. Dans les isolants il n’y a pas de regles générales, mais beaucoup
de structures résultent d’une compétition ou d’une frustration d’interactions. Par exemple
dans des couches de gaz rare adsorbées sur du graphite, I'interaction entre les atomes ad-
sorbés tend a imposer une certaine périodicité, alors que l'interaction avec le graphite tend
a favoriser la périodicité du graphite. Il en résulte une structure incommensurable pour la
couche adsorbée (possédant un QOGD comme nous l’avons vu précédemment).

Structures composites (voir § 7.1)

Dans une structure composite, on observe ’enchevétrement de deux types de cristaux
ayant des parametres de maille dans un rapport irrationnel. On décrit alors ce composé a
I’aide de deux réseaux imbriqués I'un dans 'autre. C’est par exemple le cas de structure or-
ganiques contenant des canaux, dans lesquels des atomes étrangers peuvent entrer et former



20 CHAPITRE 2. NOTION D’'ORDRE DANS LA MATIERE CONDENSEE

FIGURE 2.4 — Maille de Hgs_5AsFg. Les chaines de mercure sont shématisées en bleu, les
ions AsFg sont représentés en verts (d’apres réf. [31])

une structure de période différente. Dans le matériau Hgz_sAsFg (6 = 0.18 & 300 K) les
atomes de mercure péneétrent dans les colonnes délimitées par les octaedres AsFg (fig. 2.4).
Ils forment un liquide & une dimension & température ambiante et s’ordonnent périodique-
ment & basse température avec une période différente de celle du réseau hote d’AsFg. Ce
type de structure a été pris comme matériau modele pour étudier la structure d’un liquide
unidimensionnel, qui est calculable théoriquement.

Quasi-cristaux (voir § 7.3)

Ce type de cristaux apériodiques a été découvert par Shechtman, Blech, Gratias et Cahn
en 1984 dans un alliage AlMn (86 %, 14 %) trempé [30].

Les clichés de diffraction électronique obtenus présentaient des propriétés apparemment
paradoxales. Les taches de diffraction étaient fines (avaient la résolution instrumentale),
signature d’'un ordre & grande distance, mais les diagrammes de diffraction présentaient
une symétrie d’ordre 5, incompatible avec un ordre & grande distance périodique. Cette
découverte suggérait 1’existence d’un nouveau type d’ordre a grande distance.

Les modeles utilisés pour décrire ces structures s’inspirent des pavages du plan de Penrose
(fig. 2.5). Dans ces pavages, on utilise plusieurs types de briques élémentaires, appelées
tuiles et non plus mailles, que 'on juxtapose selon des regles d’assemblage précises. Il en
résulte des pavages possédant un ordre a grande distance, mais des symétries interdites en
cristallographie (5,7,8 etc..).

La fonction de corrélation de paire d’'un quasi-cristal consiste en un ensemble non pé-
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riodique de pics fins. Il existe aussi des phase dites décagonales (symétrie d’ordre 10) ou
dodécagonale (symétrie d’ordre 12), qui posseédent un ordre quasi-cristallin dans des plans
et un ordre translationnel a grande distance de plan a plan. Les quasi-cristaux possedent
également un ordre orientationnel & grande distance.

FIGURE 2.5 — Cliché de diffraction électronique d’un quasi-cristal (gauche). Pavage de Pen-
rose de symétrie d’ordre 5 (droite).

2.4 Un type d’ordre étonnant : le quasi-ordre a longue
distance

Lorsque I'enveloppe de ¢(r) dans une direction suit une loi de puissance |r|~" on dit que
le corps possede un quasi-ordre a longue distance?. La fonction de corrélation décroit
alors plus lentement que dans le cas de 1'ordre a courte distance et il n’existe pas de longueur
caractéristique dans le solide.

La notion de QOGD est fondamentale dans des systéemes de basse dimensionalité car a
une ou deux dimension, 'ordre & grande distance est détruit par les fluctuations thermiques.
A une dimension, 'ordre attendu a toute température est un ordre a courte distance, ce
qui est vérifié expérimentalement. A deux dimension, un quasi-ordre & grande distance est
prévu. Le meilleure preuve expérimentale de ce phénomene a été obtenue par des expériences
de diffraction des rayons X sur des films de Xe sur du graphite [29]. A trois dimension, il a
été prévu théoriquement [28] que des systeémes élastiques désordonnés présentent des quasi-
ordre a grande distance. C’est le cas des réseaux de vortex en présence d’impuretés des
supraconducteurs de type II.

La fonction de corrélation de paire se comporte également en loi de puissance g(r) ~ ="
dans des structures de type fractales comme certains gels ou agrégats (Fig. 2.2) ou dans

2. Le terme de quasi-ordre a grande distance ne doit surtout pas étre confondu avec le terme quasi-cristal,
qui décrit un cristal apériodique possédant un ordre a grande distance.
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les polymeres. Cependant, le terme de QOGD n’est pas utilisé pour ces structures. Ces
structures sont auto-similaires, ou invariantes par changement d’échelle c’est-a-dire qu’elles
paraissent identiques a des échelles différentes.

2.5 Etats condensés intermédiaires

2.5.1 Les cristaux liquides thermotropes

On trouvera des excellentes introductions a la physique des cristaux liquides dans les
réfs. [5] et [6]. Ces phases sont également appelées phases mésomorphes.

Comme leur nom paradoxal I'indique, ce sont des matériaux possédant un ordre inter-
médiaire entre celui du cristal (présentant un ordre & grande portée) et du liquide (ordre
a courte portée dans toutes les directions). Leur caractéristique principale est de présenter
une anisotropie de leur fonction de corrélation de paire g(r), qui dépend alors de la direc-
tion du vecteur r et non uniquement de son module comme dans les liquides isotropes. Ces
phases présentent une tres grande richesse de structures, présentant différents types d’ordres
orientationnel et translationnel a longue et courte distance.

Molécules linéaires.

gm@-N:m—@—CH:N@—gH.,
FIGURE 2.6 — Molécule de TBBA.

Les molécules qui constituent un cristal liquide thermotrope sont en général linéaires et
possedent un cceur aromatique et des chaines aliphatiques a leurs extrémités. La molécule de
TBBA (Téreptal-bis(p-butylaniline)), qui est représentée fig. 2.6, a été tres étudiée et donne
une succession de phases cristallines liquides en fonction de la température (d’ott le nom de
thermotrope). Voir fig. 2.7.

- Phase liquide isotrope

Les molécules n’ont pas d’orientation particuliere et leur position est quelconque. L’ordre
local est isotrope.

- Phases nématiques

Dans une phase nématique, les molécules présentent un ordre orientationnel unidimen-
sionnel a longue distance. Néanmoins l'ordre translationnel est anisotrope et a courte dis-
tance dans toutes les directions. Les distances moyennes entre molécules dépendent de la
direction : elles sont grandes dans la direction du grand axe des molécules, petites transver-
salement.

- Phases smectiques

Les phases smectiques ont une micro-ségrégation coeur/chaine. Un ordre de translation
apparait orthogonalement aux couches. Cependant, cet ordre n’est qu'un quasi-ordre trans-
lationnel unidimensionnel entre les couches. L’ordre est a courte portée dans les couches,
comme dans les liquides. Ce type de cristal liquide est encore fluide car les couches peuvent
glisser les unes sur les autres. Plusieurs types de phases smectiques ont été découvertes :
smectiques A, dans lesquels les molécules sont normales au plan des couches, smectiques C,
dans lesquelles elles sont inclinées. On connait aussi des phases dites smectiques B (fig. 2.8),
dans lesquelles il existe un ordre & grande distance de type cristallin a 'intérieur et orthogo-
nalement aux couches. Les molécules sont cependant libres de tourner autour d’elles-mémes.
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- Phases hexatiques.

Dans certains cristaux liquides, il existe une phase intermédiaire dite hexatique. Dans
cette phase les molécules ont un ordre orientationnel a grande distance dans le plan des
couches (les angles entre molécules voisines sont ordonnés & grande distance), mais un ordre
translationnel & courte portée (voir fig. 2.8).

FIGURE 2.7 — Représentation schématique des ordres liquides a), nématiques b), smectiques
A ¢) et smectiques C d). Le vecteur n représente la direction moyenne des molécules, et le
vecteur N la normale aux couches smectiques (d’apres [5]).

Mbolécules chirales : phases cholestériques

Dans les phases cholestériques, qui sont observées lorsque les molécules sont chirales,
Pordre est de type nématique, mais la direction des molécules tourne en formant une hélice
de grande période (~1000 A) Les phases cholestériques diffusent la lumiere visible car cette
période est comparable aux longueurs d’onde de la lumiere visible.

Molécules discotiques : phases colonnaires

Les matériaux contenant des molécules discotiques ou discoides (en forme de disques)
forment différents types de phases. Il existe des phases discotiques nématiques dans lesquelles
les molécules ont un ordre translationnel a courte distance et un ordre orientationnel a grande
distance ou les disques s’orientent parallelement. A plus basse température, les molécules
s’empilent dans une direction et forment des colonnes. On observe un ordre a courte portée le
long de ces colonnes, mais un ordre a grande distance dans le plan orthogonal aux colonnes :
les colonnes se juxtaposent en un réseau rectangulaire ou hexagonal. Les colonnes peuvent
cependant glisser les unes par rapport aux autres, ce qui assure la fluidité du matériau.
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FIGURE 2.8 — Représentation schématique des phases smectiques. Vues de coté a gauche et
de dessus a droite.

FIGURE 2.9 — a) Exemple de molécule chirale d’un cristal liquide cholestérique. b) Repré-
sentation de l'ordre dans le cristal liquide. P est le pas (d’apres [5]).
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FIGURE 2.10 — Molécule discotique et phase colonnaire hexagonale (d’apres [5]).

2.6 Potentiel d’interaction

L’origine de l’ordre est le potentiel d’interaction entre atomes ou molécules. Ainsi,
la matiere condensée n’est stable que parce que ce potentiel d’interaction est supérieur

a ’énergie cinétique des mouvements thermiques des atomes : lorsque la température est

élevée, le potentiel d’interaction ne fixe plus les distances interatomiques. Par exemple dans
l'eau, le volume occupé par chaque molécule est de 30 A3 ce qui correspond a une distance
moyenne d’environ 3 A. Dans la vapeur d’eau, le Volume propre est de 3700 A3 soit une
distance moyenne de 30 A environ.

Ce potentiel d’interaction a en général la forme indiquée fig. 2.11, avec un minimum

autour de 1.5 A ou 3-4 A suivant le type d’interaction.
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FIGURE 2.11 — Représentation schématique du potentiel d’interaction entre deux atomes
pour différents types d’interaction.

Pour décrire les solides, on distingue classiquement cing grands types de liaisons : des

liaisons fortes (ionique, covalente, métallique) et faibles (Van der Waals et hydrogene).

- La liaison ionique ou hétéropolaire - c’est-a-dire entre ions de charges opposées -
dans laquelle les atomes opérent un transfert électronique, I’atome le plus électronégatif
attirant a lui un électron de 'autre atome. Les ions ainsi formés interagissent par les forces
électrostatiques de Coulomb. Par exemple dans NaCl (Na™Cl™), Na perd un électron et
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acquiert la structure électronique du néon (Z=10) tandis que Cl prend celle de I’argon
(Z=18). La liaison ionique est une liaison forte (I’énergie d’interaction est de qgs eV par
atomes), non saturable (le nombre de liaisons par atome n’est pas limité par la liaison elle-
méme) et non dirigée (la liaison ne s’exerce dans aucune direction priviligiée). Les indices
de coordination sont moyens, par exemple 6 pour NaCl.

- La liaison covalente ou homopolaire - c’est-a-dire entre atomes d’électronégativité
similaires - dans laquelle les atomes mettent en commun leurs électrons périphériques. La
liaison covalente peut étre simple ot multiple selon le nombre d’électrons mis en commun.
C’est une liaison saturable, le nombre de liaisons atomiques ne pouvant étre plus élevé que le
nombre possible de paires pouvant étre formées. Les indices de coordination sont faibles. Par
exemple dans le diamant, chaque atome de carbone (Z=6) met en commun 4 électrons avec
chacun de ses quatre voisins (carbone sp?), la coordinence est 4. L’énergie est également de
l'ordre de 1’'eV. Elle vaut 9.8 eV dans la liaison triple de N3, 6.5 eV pour la double liaison
C=C, de lordre de 1 eV & 4 eV pour des liaisons simples comme O-O (1.5 ¢V) ou C-C (3.6
eV). C’est une liaison forte et dirigée.

- La liaison métallique due a la délocalisation des électrons de conduction. C’est une
liaison entre atomes de faible électronégativité possédant peu d’électrons dans leur couche
externe. Ce faible nombre d’électron rend la liaison non saturable (contrairement a la liaison
covalente) et non dirigée. Les indices de coordination sont élevés et peuvent atteindre 12
dans les structures compactes. C’est une liaison plus faible que les deux précédentes (0.6
eV pour le cuivre, 0.5 eV pour 'aluminium), ce qui explique les propriétés mécaniques des
métaux (ductilité, plasticité).

- La liaison Van der Waals est due a I'interaction entre dipdle électriques permanents
ou induits. C’est une liaison faible (11 meV pour I’Argon ou ’Oxygéne Os) non saturable (la
coordinence est élevée) et non dirigée. On la trouve dans les gaz rares, le talc, Oz, CHy. Le
potentiel d’interaction correspondant est en 1/7%. On utilise souvent le potentiel d’interaction

Lennard-Jones : T o
<I>(r):45<<r) _(r)) (2.6.1)

qui traduit la répulsion de coeur dur a courte portée et les interactions de Van der Waals
a longue distance. Pour ’eau par exemple, les valeurs des constantes sont ¢=0.316 nm et
e = 0.65 kJ/mol, soit 6.7 meV/mol (1 kJ/mol =0.0103 eV). Ces constantes sont telles que
®(r) est nul en r = ¢ et son minimum qui vaut —e, est atteint pour r = 260 ~ 1.1230.

- La liaison hydrogéne qui est faible (0.1 eV) et directionnelle. Les atomes a forte
affinité électronique, comme F, O ou N, peuvent se lier & un hydrogene d’une molécule
voisine. L’hydrogene se partage alors entre deux molécules. On la rencontre dans 1’eau solide
et liquide (dans la glace I’énergie de liaison O—H-O vaut 0.26 eV), les matériaux moléculaires
et biologiques.

2.7 Du potentiel d’interaction a ’ordre

La question de savoir quelle structure sera stabilisée par ces forces d’interaction est loin
d’étre résolue. 11 suffit de regarder la figure 2.13 donnant les structures des éléments simples
pour réaliser la complexité du probleme. Certains concepts simples peuvent cependant étre
dégagés.

Dans le cas de forces non-dirigées comme la liaison métallique ou Van der Waals, une
idée simple consiste a supposer que le minimum du potentiel d’interaction est atteint lorsque
deux spheres, représentant les atomes, sont en contact. La minimisation de ®(r) revient
alors a résoudre le probleme géométrique consistant a trouver un arrangement tel que le
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plus grand nombre de spheéres soient en contact les unes avec les autres. Cet arrangement est
appelé empilement compact. Malheureusement, comme nous le verrons par la suite, méme
une simplification aussi drastique ne permet pas de résoudre le probleme simplement. Par
contre, ce modele simple permet d’expliquer un grand nombre de structures observés, et de
mettre en évidence les notions d’ordre local et de frustation géométrique.

2.7.1 Structures compactes

Considérons d’abord trois atomes. Il est clair que Iempilement compact est obtenu
lorsque ces trois atomes sont au sommet d’un triangle. A deux dimensions, on peut continuer
cette procédure en entourant un atome de six proches voisins se plagant sur un hexagone.
L’ordre local autour de I'atome est donc de symétrie hexagonale. Comme l’espace peut
étre pavé par des hexagones, I’empilement compact & 2D correspond a un arrangement des
spheres sur un réseau hexagonal. Il n’y a pas de frustration entre I'ordre local triangulaire
(ou hexagonal) et I'ordre & grande distance. De plus, la structure obtenue est périodique, ce
qui n’était pas évident a priori.

Ordre Icosagdrique Hexagonal compact Cubique faces centrées

& ofedc
*
>

Tcosaédre Cuboctagdre

F1GURE 2.12 — Comparaison entre les ordres icosaédriques, hexagonal compact et cubique
faces centrées. L’atome central possede 12 voisins dans les trois cas. Seuls les deux derniers
sont compatibles avec la symétrie de translation.

a trois dimensions, le probleme est bien plus complexe. Une premiere maniere intuitive
de procéder est d’empiler les réseaux hexagonaux obtenus dans la troisieme direction de
maniére compacte. On obtient alors des structures de compacité (rapport du volume des
spheres incluses dans un volume et ce volume) égale & m/4/18 = 0.740. En 1609, 'astronome
allemand Johannes Kepler conjectura que ces structures étaient bien les plus compactes.
La difficulté du probleme tient au fait qu’il y a deux manieres de disposer une couche au-
dessus d’une autre, et que le nombre de structures obtenues est infini. Apres presque quatre
siecles, la démonstration mathématique de ce probleme semble avoir été obtenue en 1998 par
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Thomas C. Hales 3. Remarquons que ces structures ne sont pas forcément périodiques (un
empilement de couches avec des fautes d’empilement posseéde un certain degré de désordre),
mais que deux d’entre elles sont trés souvent observées dans la nature. Ce sont :

La structure cubique faces centrées (c.f.c.) qui correspond & I'empilement de couches
hexagonales avec 'ordre ABCABC (voir fig. 2.12). On la rencontre dans les solides simples
tels que Cu, Ni, Al, Ag, Au, Pt, Cgg, et les gaz rares.

La structure hexagonale compacte (h.c.) qui correspond aux empilements de type
ABABAB, que l'on rencontre par exemple dans le Co, Zn, Be. Pour que cette structure
hexagonale soit compacte, le rapport des parametres a et ¢ doit étre égal a 1.633.

La figure 2.13 indique sur un tableau périodique les structures des éléments simples
(d’apres ref. [15]). Sil existe plusieurs modifications les plus grands symboles indiquent les
structures a haute température. Les symboles 1 et 2 indiquent les structures compactes
c.f.c. et h.c., 3 représente la structure cubique centrée. A gauche du tableau, les liaisons
sont de type métallique. Le modele géométrique d’empilement compact décrit correctement
leur structure pour environ 4/5 d’entre eux, ce qui est remarquable pour un modele aussi
simple. Lorsqu’on se déplace vers la gauche du tableau, les structures deviennent de plus
en plus covalentes. Le symbole 5 représente les structures a indice de coordination 8-N, ou
N est le numéro de la colonne, dans lesquelles les atomes font une liaison simple avec 8-N
voisins. C’est par exemple le cas du Carbone, du Silicium ou du Germanium (N=4), qui ont
4 voisins dans la structure diamant, ou le cas du Tellure ou du Selénium (y-Se), qui forment
des structure en chaines (N=2). Le symbole 4 représente des structures moléculaires qui ne
suivent pas la regle 8-N, comme celles de I'oxygene ou de I'azote, dans lesquelles les atomes
forment des molécules d’O2 ou de Ny par des liaisons covalentes multiples. Le symbole 6
représente d’autres types de structures complexes.

Malgré les succés du modele d’empilement compact pour les métaux, il est incapable de
rendre compte des différences entre les deux structures compactes c.f.c. ou h.c., ou d’expliquer
la structure cubique centrée, dont la compacité de 0.68 est plus faible que celle des structures
compactes. Cette structure est cependant celle des cristaux des métaux alcalins comme le
Ba, Rb ou Cs. Une forme plus réaliste du potentiel d’interaction doit alors étre choisie. Mais
méme dans ce cas, on ne connait pas de concepts simples permettant de trouver les structures
les plus stables. Par exemple, pour un type d’interaction donné, la différence d’énergie de
cohésion d’une structure c.f.c. et d’une structure h.c. est en général tres faible. Pour un
potentiel de type Lennard-Jones, on trouve par le calcul que la structure h.c. est 1égerement
plus stable.

Cette faible différence d’énergie a aussi pour conséquence ’existence de plusieurs struc-
tures pour un méme élément, selon la température ou la pression. Par exemple le cobalt est
hexagonal a basse température, mais a 400 °C, sa structure devient cubique & faces centrées.
Le fer, cubique centré a température ordinaire (fer ) devient c.f.c. & 910 °C (fer «). Bien
que cette transformation soit d’une importance fondamentale dans I’histoire de I’humanité,
car elle est a la base de la métallurgie de l'acier, il n’y a pas de concept simple permettant
de 'expliquer.

Nous n’aborderons pas ici I’étude de toutes les variétés de structure observées dans la
nature. Remarquons cependant que la structure d’un composé ou méme d’un corps simple
n’est pas prévisible a partir des premiers principes. En conséquence, la connaissance de la

3. Cependant cette démonstration mathématique, basée sur des calculs numériques utilisant l’in-
formatique, n’a pas encore été complétement vérifiée. Les rapporteurs de ce travail (aprés 4 an-
nées d’étude) consideérent que cette preuve est valide & 99%! T. Hales a ainsi lancé le projet Flys-
peck, qui se propose de trouver une preuve formelle de la conjecture de Képler. Pour mener a
bien ce projet, il a lancé un appel & la communauté des mathématiciens et des informaticiens (voir
http ://www.math.pitt.edu/ thales/flyspeck/index.html)
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FIGURE 2.13 — Structure des éléments simples. Les symboles représentent les structures : 1)
cubique faces centrées, 2) hexagonal compact, 3) cubique centré, 4) moléculaire, 5) covalente
8-N, 6) autres. Lorsqu’un élément & plusieurs structures, le passage du grand au petit symbole
correspond aux transitions des hautes aux basses températures, puis sous pression. Par
exemple le Fe est c.c. au-dessus de 1400 °C, c.f.c. au-dessus de 910 °C et c.c. en-dessous,
puis h.c. & une pression supérieure & 10 GPa (d’apres [15]).
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structure d’un composé constitue-t-elle un préalable & son étude.

2.7.2 Les environnements icosaédriques

N

Une autre approche des empilements tridimensionnles consiste a construire le solide
atome par atome. Apres le triangle obtenu en joignant trois spheres, on peut encore obtenir
un empilement compact en placant un quatrieme atome en contact avec les trois premiers, de
manieére & obtenir un tétraedre. On peut continuer cette procédure mais on tombe alors sur
une impossibilité. En effet, ’angle diedre d’un tétraedre vaut arccos% ~ 70.528°, qui n’est
pas un sous-multiple de 360°. On ne peut donc pas fabriquer un agrégat de 5 spheres autour
de deux spheres coaxiales car il reste un petit interstice (fig. 2.14). Il est donc impossible de
paver l'espace tridimensionnel par des tétraedres réguliers. Cependant, cette frustration est
métrique et elle peut étre éliminée en relachant la contrainte de régularité des tétraedres,
rendant ainsi le potentiel plus « mou ».

FIGURE 2.14 — a) Lorsque cinq tétraedres réguliers sont plagés autour d’une aréte commune,
un interstice apparait entre deux faces. b) Agrégat cuboctaédrique (& gauche) et icosaédrique
(& droite).

Mais cela ne resout pas le probleme car la frustration est topologique : il est impossible de
paver ’espace Fuclidien avec des tétraédres quelconques, s’il est imposé que partout le méme
nombre de tétraédre partagent une aréte commune. Cette derniére condition prend toute son
importance si on considere 'environnement icosaedrique. Un atome central peut en effet étre
entouré de vingt tétraedres légérement déformés pour former un icosaedre régulier (fig. 2.12).
Dans cet ensemble, les spheres de la surface ne sont pas jointives pour les raisons métriques
explicitées plus haut, mais les tétraedres partageant une aréte commune sont toujours au
nombre de 5. Si I'on calcule I'énergie d’un tel agrégat de 13 atomes a partir du potentiel
d’interaction de type Van der Waals on trouve qu’elle est plus faible que pour les agrégats
du type des cuboctaedres que 'on rencontre dans les structures c.f.c. ou h.c. L’ordre local
icosaédrique est donc plus favorable a 3D. Cependant, le fait de ne pouvoir paver I’espace
par des tétraedres partageant tous 5 arétes empéche cet ordre local de se propager a l'infini :
c’est une frustration géométrique [23].

Il est important de comprendre que le gain d’énergie de l'ordre icosaédrique est un effet
de surface, qui fait que les atomes de la surface ont tous 5 voisins, alors dans que les autres
structures certains atomes n’ont que 4 voisins (fig. 2.12). Ainsi, 1’énergie perdue en ne pla-
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cant pas exactement les atomes en contact et largement compensée par ’énergie gagnée en
augmentant le nombre de voisins.

La vérification expérimentale la plus frappante de ces notions vient de I’étude des petits
amas d’atomes ou agrégats. Beaucoup de petits agrégats d’éléments simples possedent une
structure de type icosaédrique, avec un atome au centre et douze atomes aux sommets
d’un icosaedre et d’autres couches autour de ce « noyau » (fig. 2.14). Des expériences de
diffraction d’électrons rapides montrent que la majorité des agrégats de corps simples (Cu,
Ni, COq2, No, Ar) de petite taille ont une structure de type icosaédrique alors que les agrégats
plus volumineux ont une structure cubique faces centrées, semblable a celles des solides
correspondants. Il se produit une transition lorsque la taille des agrégats augmente, quand
le nombre d’atome est de 'ordre de 1000 pour ’Ar et les métaux, d’une trentaine pour
CO;. Ces remarquables expériences confirment donc les idées développées plus haut, qui
distinguent la notion d’ordre local de celle d’ordre a grande distance.
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F1GURE 2.15 — Représentation de la phase de Laves C14, MgZn,. Les atomes de Mg sont
en blanc et jaune et les atomes de Zn en bleu, bleu clair et violet. Seuls les polyedres de
coordination icosaédriques des atomes de Zn sont représentés, ceux des atomes de Mn (non
représentés) sont des polyedres & 16 cotés. Cette structure est un des rares exemples de
cristaux dans lesquels certains atomes ont un environnement icosaédrique.

La notion d’ordre local icosaédrique ne se limite pas aux petits agrégats. Ainsi, on
sait maintenant qu’un ordre local icosaédrique se retrouve également dans des matériaux
amorphes ou des liquides en surfusion qui ne possedent pas d’ordre a grande distance. Des en-
vironnements icosaédriques sont également présents dans des phases cristallines de quelques
corps simples comme le bore, 'uranium, le tungsténe ou le manganese ou des alliages inter-
métalliques comme les phases de Laves MgCus ou MgZns (fig. 2.15). Plus récemment, des
alliages d’aluminium possedant une symétrie icosaedrique et un ordre a grande distance ont
été découverts (voir plus loin et § 7). Cette découverte était d’une telle importance qu’elle a
mené & une redéfinition du concept méme de cristal, la symétrie icosaédrique étant incom-
patible avec un ordre périodique tridimensionnel (voir § 4.2). Dans ce cas également, des
environnements locaux icosaédriques sont présents. Néanmoins, il faut bien comprendre que
méme dans ces structures, les atomes n’ont pas tous des environnements icosaédriques car
c’est impossible topologiquement. La description de ces structures nécessite donc l'introduc-
tion de défauts (les désinclinaisons) dans 'environnement de certains atomes [23].



32 CHAPITRE 2. NOTION D’'ORDRE DANS LA MATIERE CONDENSEE

2.7.3 Peut-on prévoir une structure ?

En conclusion, si les notions de potentiel d’interaction de paire, comme nous les avons
introduits, permettent de caractériser la plupart des structures, il est impossible d’en faire
une détermination a priori. On ne sait pas prévoir une structure connaissant les éléments
qui la composent. Ceci est d’autant plus vrai que la minimisation de 1’énergie potentielle
d’interaction ne peut permettre de déterminer que les structures a température nulle. La
prise en compte de la température amene a 1’étude des transitions de phase et c’est I’énergie
libre qu’il faut minimiser.

Ainsi, il est important de signaler que dans I’état solide les structures ne sont pas uni-
quement déterminées par le potentiel d’interaction. Des effets collectifs entrent en jeu. Les
vibrations des atomes dans une maille créent des dipoles qui peuvent stabiliser des phases
ferroélectriques, comme dans les perovskites (voir § 8.3). Dans les systémes de basse dimen-
sion, les instabilités électroniques comme celle de Peierls menent a des structures impossible a
comprendre par les modeles de minimisation de potentiels d’interaction simples. De méme,
comme nous l'avons vu, cette minimisation peut se révéler impossible car le systeéme est
frustré : c’est une des causes de 'apparition des phases incommensurables.

2.8 Ciristal imparfait, cristal réel.

La périodicité parfaite qui vient d’étre discutée est une vue de l'esprit. A Déchelle mi-
croscopique un cristal n’est pas périodique car il contient des défauts. Certains phénomeénes
comme les vibrations thermiques brisent la symétrie de translation parfaite mais ne dé-
truisent pas la périodicité du cristal en moyenne. Par contre, les défauts topologiques brisent
plus profondemment la symétrie de translation du cristal.

2.8.1 Défauts « métriques » : vibrations et impuretés

Le désordre du a ’agitation thermique détruit la périodicité parfaite : & un instant donné
les atomes subissent des déplacements qui ne sont pas les mémes d’une maille & 'autre. La
densité atomique moyennée temporellement présente alors un ensemble de pics, élargis par
I’amplitude de vibration des atomes. Dans un cristal tridimensionnel, I’agitation thermique
de détruit pas ’ordre a grande distance, mais la périodicité parfaite du cristal ne se retrouve
qu’en considérant une moyenne statistique de la densité atomique du cristal.

Dans certains cristaux, le motif peut étre orienté différemment d’une maille a 'autre.
C’est le cas des cristaux de Cgg, dans laquelle les molécules, en forme de ballon de football,
peuvent tourner autour de leur centre de gravité tout en restant sur leurs sites (fig. 14.1).
On observe un désordre orientationnel des molécules. C’est un cas particulier de cristal «
plastique », comme les phases smectiques B observées dans certains cristaux liquides ther-
motropes. Dans ce cas également, le cristal considéré en moyenne ne perd pas sa périodicité
de translation.

Les impuretés sont des défauts de périodicité ponctuels, qui peuvent introduire des dépla-
cements atomiques importants. Si ces impuretés se placent de maniere aléatoire sur le réseau,
ou sur un site atomique donné, la périodicité parfaite disparait. On fait alors une description
statistique du cristal. Le réseau présente un ordre & grande distance mais le motif est aléa-
toire. Tous les cristaux possedent des impuretés en concentration plus ou moins grande. Ces
impuretés influencent ou déterminent les propriétés physiques des cristaux. Ainsi la couleur
des cristaux est souvent due a la présence d’impuretés dans le cristal : le rubis, variété de
corindon, doit sa couleur aux impuretés de chrome dans la matrice d’alumine Al5O3. Le do-
page des semi-conducteurs est a la base de toute ’électronique. Dans un alliage métallique de
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substitution, la présence d’atomes de taille différente provoque des distorsions de réseau qui
durcissent ’alliage en bloquant le mouvement des dislocations (le laiton, alliage cuivre-zinc
est plus résistant que le cuivre). A I'opposé, les feuilles d’aluminium ne sont utilisables que
si 'aluminium est pur & 99,99 %.

2.8.2 Les défauts topologiques

Ces défauts topologiques induisent des déformations qui ne sont pas seulement métriques,
comme des dilatations ou des compressions de distance entre atomes, mais qui concernent
I’environnement local d’un atome, comme son nombre de voisins. Ces défauts peuvent étre
classés en fonction de leur dimension.
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FIGURE 2.16 — Exemples de défauts : une impureté (&4 gauche), une lacune (& gauche) et
un intersticiel (au centre). Ces trois défauts induisent des déplacements des atomes voisins
représentés par des fleches.

Les défauts topologiques a 0 dimension sont les lacunes, qui sont des atomes manquants,
et les intersticiels, qui sonts des atomes situés dans des interstices du cristal.

Les lacunes sont naturellement présentes dans un cristal. Par exemple, au point de fusion
du cuivre, on en trouve une concentration de 2.10~%. Ce sont les lacunes qui sont responsables
de la diffusion des atomes dans le cristal. Les intersticiels, en piégeant des électrons, forment
des « centres colorés » dans les cristaux ioniques.

Les défauts topologiques de dimension 1 (linéaires) sont trés importants car il détruisent
completement ’ordre a grande distance d’un cristal. Les dislocations et les désinclinaisons
(dites aussi dislocations de rotation) sont les plus courants. On peut les visualiser de maniére
simple grace au processus de Volterra (voir fig. 2.17), physicien italien qui les a définis le
premier, en 1905. Un cristal est découpé suivant un demi-plan ¥ limité par une ligne L. Les
deux bords restants peuvent étre soit translatés d’un vecteur b (appelé vecteur de Burgers),
soit tournées et remises en contact. Dans le premier cas on obtient une dislocation vis si b
est paralléle a L, dislocation coin sinon. Dans le deuxiéme cas on obtient une désinclinaison.
Ces défauts cottent de ’énergie élastique de déformation du réseau. Dans le cas d’un cristal
tridimensionnel, les désinclinaisons correspondent & des déformations énormes et ne sont
jamais observées. Elles sont par contre courantes a deux dimension, ou dans les cristaux
liquides. Le long des lignes de dislocation les déformations de réseau sont maximales. Ces
lignes peuvent sortir du cristal et se terminer a sa surface, ou se refermer sur elle méme dans
le cristal : on parle alors de boucle de dislocation.

On considere que c’est en 1934 que les physiciens Egon Orowan, Geoffrey 1. Taylor et
Michael Polanyi expliquerent indépendemment la plasticité des métaux a partir du déplace-
ment de dislocations coin. Ces défauts sont en effet responsables des propriétés mécaniques
typiques des métaux.
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L Coeur de la dislocation

Dislocations coin Dislocation vis

Désinclinaisons

FIGURE 2.17 — Processus de Volterra pour les trois types de dislocations de translation (en

haut) et de rotation (en bas). La ligne L est le cceur de la dislocation, délimitant la surface
Y. Le vecteur de Burgers b est indiqué. D’aprés [5]
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FIGURE 2.18 — (Gauche) Image du nuage d’impureté de bore autour d’une dislocation coin
dans un alliage AlFe, obtenue par microscopie & émission de champ (d’apres D. Blavette
et al., Science. Dec 17 (1999) 2317). (Droite) Réseau de bulles magnétique dans un grenat,
présentant deux dislocations (d’apres M.S. Seul et al. Science 262, 558 (1993)).
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C’est dans les années 1950, que les dislocations ont pii étre observées grace au microscope
électronique a transmission. Des exemples expérimentaux de dislocations a deux et trois
dimension sont indiqués fig. 2.18. Sur I'image de gauche on voit de plus les atomes de bore
ségrégés le long de la ligne de dislocation, formant un « nuage de Cottrell » . Ce nuage géne
le déplacement de la dislocation, ce qui durcit le métal.

Les défauts de dimension 2 (planaires) sont également importants. Le plus évident est la
surface d’un cristal, qui correspond généralement & un plan réticulaire du cristal. Les fautes
d’empilement correspondent & des fautes dans la succession des couches des empilements
compacts. Enfin, les joints de grain ou les plans de macle, qui en sont des cas particulier,
forment un dernier exemple de défauts planaires.

Les précipités ou les composés a plusieurs phases peuvent étre considérés comme des
défauts de dimension 3. Certains auteurs incluent dans cette catégorie l'effet de I'agitation
thermique. Cependant, le caracteére topologique du défaut n’existe pas dans ce cas.

2.8.3 Les différents types de désordres

Les descriptions précédentes permettent de distinguer deux catégories de désordre, les
expériences de diffraction étant a l'origine de cette distinction.

- Le désordre dit de premiére espéce s’observe dans des matériaux possédant déja un
ordre & grande distance en moyenne. Ce type de désordre existe dans les matériaux décrits
au paragraphe précédent. C’est une déviation par rapport a l'ordre parfait. Comme on
I'a vu, cet écart a ordre parfait peut-étre du aux déplacements atomiques hors de leur
position d’équilibre dus & Pagitation thermique (phonons) - on parlera alors de désordre de
déplacement -, & un désordre de substitution comme dans les alliages, ou aux fluctuations
prétransitionnelles d’une transition de phase structurale. Nous traiterons en détail ce type
de désordre au § 14.3.

- Un matériau ayant un ordre a courte portée ou un quasi-ordre & longue distance possede
un désordre dit de deuziéme espéce (voir § 12.4).
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Chapitre 3

La symétrie

FIGURE 3.1 — L’Homme de Vitruve, Léonard de Vinci (1485-1490), Venise, Galleria dell’ Ac-
cademia. Plume, encre et lavis sur papier

3.1 Introduction

Le mot symétrie vient du grec sun, avec, et metron, mesure. Le sens de ce mot se rap-
prochait alors de celui de commensurable. Deux grandeurs sont commensurables si elles ont
une mesure commune. Ainsi, un nombre rationnel est un rapport de nombres ayant une me-
sure commune, 'unité, contrairement aux nombres irrationnels, qui sont incommensurables
avec les entiers. Jusqu’au XIV® siecle [17], ce mot signifiait juste rapport entre les mesures,
harmonie, calculé en vue d’un résultat satisfaisant pour les yeux ou pour l'esprit. Ce mot
changea de sens, en particulier en architecture, pour désigner la similitude entre la partie
gauche et la partie droite d’'une construction. Bien que cette définition nous paraisse limitée
a un seul type d’opération de symétrie : la symétrie par rapport a un point, une droite ou
un plan, il est intéressant de noter que c’est encore la définition du Petit Larousse 2005...

Pourquoi ce mot changea-t-il de sens ? Pour I’architecte romain Vitruve, le mot symétrie
désigne [...] un accord convenable des membres, des ouvrages entre eux, et des parties sépa-
rées, le rapport de chacune des parties avec l’ensemble, ainsi que dans le corps humain, ot
il existe une harmonie entre le bras (la coudée), le pied, la palme, le doigt et les autres partie
du corps. Vitruve décrivait précisément les rapports entre les différentes parties du corps

37



38 CHAPITRE 3. LA SYMETRIE

humain, comme ’a rendu célebre Léonard de Vinci dans son dessin L'Homme de Vitruve.
De ces rapports, de ces relations entre les membres, seule la similitude entre la gauche est la
droite est restée. Peut-étre est-ce parce que sur ce dessin, cette symétrie est particulierement
frappante.

Il semble que le mot symétrie soit utilisée pour la premiere fois en mathématique par le
mathématicien Adrien Le Gendre en 1794, pour décrire, cette fois encore, une symétrie par
rapport a un plan. Au cours du XIX¢ siecle, la notion de symétrie s’est enrichie. Ainsi, le
classement de toutes les symétries des cristaux a été réalisé vers 1890 (Fedorov, Schonflies,
Bravais). Puis le concept de symétrie a été étendu a la physique en général.

3.2 Définition

La définition moderne de la symétrie s’appuie sur celle de transformation, introduite par
Evariste Galois en 1831. Ce concept de transformation permis d’introduire celui d’opérateur
de symétrie.

Tout objet, comme une figure géométrique, un cristal ou une fonction, peut étre soumis
a une transformation qui agit sur les variables qui décrivent cet objet. Nous dirons qu’une
transformation est une bijection d’un ensemble géométrique dans lui-méme?'. Un objet peut
étre tourné, subir une réflexion ou étre déplacé, et méme dilaté. Lorsque I'objet peut étre
amené en coincidence avec lui-méme apres une transformation, il est symétrique et la trans-
formation est une opération de symétrie.

Nous définirons donc une symétrie, comme une transformation qui laisse invariant un
objet (fini ou infini). Cette transformation peut-étre 'identité, ce qui permet de définir un
objet asymétrique comme un objet qui est invariant par une seule transformation et un objet
symétrique comme un objet invariant par au moinds deux transformations distinctes [17].

Parmi les transformations de I’espace, nous ne considérerons dans la suite que les transfor-
mations affines, définies de la maniere suivante. Dans un espace affine?, une transformation
affine o est déterminée par un couple de points (P, P’) et une fonction linéaire O de I’espace
vectoriel associé satisfaisant :

o(M) =M = P' + O(PM) (3.2.1)

En physique de la matiere condensée on distinguera deux types de symétries :

- Les symétries de position :

Ces symétries agissent sur des points. Ce sont par exemple des rotations et des trans-
lations. On les utilise pour décrire les propriétés de symétrie microscopique des cristaux a
I’échelle de I'angstrom. L’ensemble des symétries de position d’un objet a une structure de
groupe pour la composition des symétries. Ce groupe est appelé groupe d’espace (voir § 5).

- Les symétries d’orientation (ou ponctuelles) :

Ces symétries agissent sur des directions et sont utilisées pour décrire les propriétés
physiques des cristaux, a ’échelle macroscopique. A cette échelle le milieu est homogene et
continu. Les grandeurs physiques sur lesquelles agissent ces symétries sont par exemple des
vecteurs comme un vecteur d’onde, une polarisation, une aimantation, ou un tenseur comme
la conductivité électrique (j = oE, o tenseur du deuxiéme ordre). L’ensemble des opérations

1. Certains auteurs n’impose pas qu’une transformation soit bijective, mais une simple fonction afin
d’inclure les projections.

2. De maniere simplifiée, un espace affine est un ensemble de points associé & un espace vectoriel et a
une fonction qui & deux points associe un vecteur. Cette fonction doit étre bijective et satisfaire la relation
de Chasles. L’espace ainsi défini n’est pas forcément euclidien.
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de symétrie d’orientation d’un objet muni de la composition des symétries a une structure
de groupe. Ce groupe s’appelle groupe ponctuel. Le lien entre les symétries ponctuelles et les
symétries de position apparaitra plus clairement apres la description des groupes d’espace
au chapitre 5.

3.3 Symétries d’orientation

3.3.1 Définition

Les symétries d’orientation O sont des isométries ponctuelles, c’est-a-dire des transfor-
mations :
e linéaires (si u et v sont des vecteurs et A un nombre réel, O(u+ v) = O(u) + O(v) et
O(Au) = AO(u))
e ponctuelles (qui laissent au moins un point invariant)
e conservant les distances (||O(u)| = ||ul|).

Une définition plus géométrique, due a Shubnikov, est que les symétries d’orientation
sont les symétries qui laissent invariante une figure finie. Cette définition permet
de s’abstraire des réseaux et des cristaux, qui possedent des symétries de translation.

3.3.2 Symétries du plan

On peut démontrer simplement que dans le plan, les isométries ponctuelles sont les
rotations et les réflexions par rapport a une droite (symétries orthogonales). Ainsi, si on
représente une isométrie ponctuelle O par une matrice :

(7)=(0)6) aa)

La condition de conservation de la norme implique

a?+c =1 (3.3.2)
BP+d: =
ab+cd = 0

Les deux premicres équations permettent de poser : a = cosf, ¢ = sinf et b = cos@’,
d = sind’, et de la troisiéme équation on déduit cos(6 — 6’) = 0. On trouve deux types de
solutions :

e Les rotations d’angles 6 autour de l’origine, caractérisées par :

;o ™ (a b\ [ cosf —sinf
0 _9+2’(c d>_(sin9 cos 6 ) (33-3)

Le déterminant de la matrice vaut +1 et les valeurs propres sont e+,

e Les symétries orthogonales par rapport & une droite passant par ’origine et faisant un

angle 0/2 avec Ox
;o m (a b\ _ [ cost sind
9_0_2’(0 d)_(sine 0050) (3.3.4)

Les valeurs propres de la matrice sont +1 et —1 et son déterminant vaut —1.
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ey
| |

FIGURE 3.2 — En haut, les opérations de symétrie ponctuelles fondamentales de ’espace :
a) rotation d’angle «, b) réflexion rotatoire d’angle . En ¢) I'inversion, d) une inversion
rotatoire d’angle « et en e) une réflexion.

3.3.3 Symétries de ’espace

L’introduction d’une autre dimension augmente le type de symétries possible. Dans 1’es-
pace, les isométries ponctuelles sont les rotations et les réflexions rotatoires (rotation suivie
d’une réflexion parallelement & 1’axe de rotation). Cette proposition se démontre de la ma-
niere suivante. Comme une isométrie conserve la norme, les valeurs propres A de la matrice
associée ont un module unité ( car ||O(u)|| = |Jul| = |A| ||u]| ). Dans P’espace, les trois valeurs
propres sont solutions d’une équation du troisieme degré & coefficients réels. Il y a donc une
valeur propre réelle (et égale & 1) et deux autres complexes et conjuguées. Le sous-espace
propre associé a la valeur propre réelle est une droite passant par 'origine, que ’on choisit
pour axe Oz.

Si le déterminant est égal a +1. La valeur propre réelle est égale a +1, car les deux
autres sont complexes conjuguées, de produit égal & +1. La restriction de l'isométrie au
sous-espace orthogonal xy a un déterminant égal a +1. C’est alors une rotation, d’apres le
résultat précédent. Donc toutes les isométries directes de I’espace sont des rotations. C’est
le Théoreme d’Euler (1749).

Si le déterminant est égal a —1, la valeur propre réelle est égale a —1. La restriction de
I'isométrie au plan xy est aussi une rotation. Les isométries indirectes de I’espace sont donc
des réflexions rotatoires c’est-a-dire des rotations autour de Oz suivies d’une réflexion
orthogonale.

Les rotations sont des symétries directes, énantiomorphes ou de premiere espece, car elles
changent un triedre direct en un triedre direct. Les réflexions rotatoires inversent le sens d’un
triedre : ce sont des opérations indirectes ou non-énantiomorphes ou de seconde espece.

Parmi les réflexions rotatoires, on distingue deux opérations importantes :
- Les réflexions : rotation identité suivie d’une réflexion.
- L’inversion : rotation de 180° suivie d’une réflexion.

On appelle élément de symétrie I’ensemble des points invariants par 1’opération de sy-
métrie. Une droite pour les rotations (axe de rotation), un plan pour les réflexions (appelé
miroir), un point en général pour les réflexions rotatoires.
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3.3.4 Projection stéréographique

Pour représenter les opérations de symétrie, il est utile de se servir de la projection
stéréographique. Elle a été introduite par Franz Neumann (qui a aussi énoncé un principe
de symétrie voisin de celui de Curie en 1833).

N

FIGURE 3.3 — Projection stéréographique des directions OM, en P et OM’ en P’.

Comme les symétries ponctuelles n’agissent que sur des directions (des demi-droites) on
peut visualiser leur action sur les points intersection de ces demi-droites et d’une sphere de
rayon unité. Une direction (demi-droite) partant du centre O de la sphére intercepte la sphere
en un point M. On considere une droite joignant M au poéle le plus éloigné. L’intersection P
de cette droite avec le plan équateur est la projection stéréographique de la demi-droite. Le
plan équateur est représenté par un disque et les projections par des ronds vides ou pleins
suivant 'hémisphere de la direction projetée.

Sur la projection stéréographique, on représentera les opérations de symétrie par la pro-
jection de leurs éléments de symétrie, ainsi que les projections d’une direction quelconque
et de ses équivalentes par symétrie (fig. 3.4).

3.3.5 Les opérations de symétrie conventionnelles

Nous venons de voir que les symétries ponctuelles de I'espace sont les rotations et les
réflexions rotatoires. On peut extraire de ces deux catégories des symétries importantes,
utilisées couramment.

Les rotations (opérations directes). Une rotation d’angle quelconque existe a priori
mais pour la majorité des figures finies, 'angle de rotation doit étre de la forme 27/n, car
au bout de n rotations l'objet doit se retrouver dans son orientation initiale. Les opérateurs
de rotation d’ordre n seront notés A,. On les symbolise par des signes ayant la symétrie
considérée : oeil (Ag), triangle (As), carré (A4), pentagone (As), etc. jusqu’a infini (voir
fig. 3.4).

La réflexion (opération indirecte). L’opération de symétrie est notée M. Elle est repré-
sentée par la projection stéréographique de son plan de symétrie : un cercle si le miroir est
dans le plan de la figure, un trait s’il est orthogonal, deux demi-cercles s’il est de biais (voir
fig. 3.4).

L’inversion (indirecte). L’opération est notée C. Elle est représentée par un point.
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OIS BONRLY

A, vertical A, horizontal A A, Ag
M vertical M horizontal M de biais Inve rsion

A,

FIGURE 3.4 — Exemples de projection stéréographique d’opérations de symétrie élémentaires.

Les inversions rotatoires (indirectes). Ces opérations de symétrie seront notées A, (=
CA,). Le symbole dépend de I'inversion rotatoire. A; est 'inversion, A, est une réflexion, A4
est une nouvelle opération de symétrie (comme toutes les inversions rotatoires dont l'ordre
est un multiple de 4).

Les réflexions rotatoires (indirectes) Ces opérations sont notées A, (= MA,). Bien
que, comme nous ’avons vu, toutes les opérations indirectes de ’espace sont des réflexions
rotatoires, elles sont peu utilisées en pratique. On leur préfere les inversions rotatoires qui
leur sont équivalentes (voir chapitre suivant), par exemple : A3 = Ag.

En conclusion, on ne se sert conventionnellement en cristallographie que de quatre
sortes d’opérations de symétrie.

e Les rotations

e Les réflexions

e L’inversion

e Les inversions rotatoires

3.3.6 Produit d’opérations de symétrie

Le produit - ou composition - de deux opérations de symétrie est 'application successive
de ces deux opérations. Nous noterons le produit des opérations de symétrie comme une
multiplication matricielle. Ainsi, si la composition de 'opération A et B donne C, on écrira :

BA=C (3.3.5)

Lorsqu’on compose une méme opération de symétrie plusieurs fois on utilisera la notation
puissance :

AAA = A3 (3.3.6)

Produit de deux réflexions. La composition de deux réflexions M et M’ est une
rotation dont ’axe est obtenu par I'intersection des deux plans de symétrie de M et M’ et
dont langle est le double de ’angle diédre entre les miroirs (voir fig. 3.5). Réciproquement
toute rotation d’ordre « est égale au produit de deux réflexions qui se coupent selon 'axe de
rotation et font entre elles un angle diedre de «/2. Leur orientation peut étre quelconque.

Produit de deux rotations : Théoréme d’Euler
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a) b)

FIGURE 3.5 — a) Combinaison de deux réflexions selon M et M’. b) Construction d’Euler.
La combinaison de deux rotatiosn Ay, et Ay, est une rotation Ay,.

Le produit de deux rotations Ay, et An, est une rotation.

On utilise la propriété précédente pour démontrer ce théoreme. Sur la sphere, on re-
présente les deux rotations Ay, et Ay, par la composition de deux réflexions, My, M/ et
My, M. Comme la position de ces miroirs n’est pas importante, M et M) peuvent étre
confondus. La produit des deux réflexions M; et M, définit donc une rotation Ay, d’angle
double de ’angle diedre entre les miroirs.

An,An, = An, (3.3.7)

La construction ainsi obtenue s’appelle la construction d’Euler. Elle permet de comprendre
que les rotations dans I’espace se groupent trois par trois.

Exemples

On peut utiliser ce théoréme pour montrer qu’une réflexion rotatoire A,, = M A,, est équi-
valente & une inversion rotatoire A,, = C'A,,. Comme une réflexion M peut se décomposer
en une rotation d’ordre 2, Ay, et une inversion (M = CAy), on a

MA, = CAyA, (3.3.8)

D’aprés le théoreme d’Euler, la composition des rotations A, et Ay est une autre rotation

A,,, donc B
MA, =CA,, = A, (3.3.9)

Le théoreme d’Euler peut s’étendre aux produits entre inversions rotatoires.
-Le produit d’une inversion rotatoire Ay, et d'une rotation Ay, est une inversion
rotatoire Ay, :
An, AN, = AN, CAN, = CAn, = An, (3.3.10)

en utilisant le fait que I'inversion commute avec toute les opérations de symétrie.
-Le produit de deux inversions rotatoires Ay,, Ay, est une rotation Ay, :

An, AN, = CAN,CAN, = AN,CC AN, = AN, AN, = An,. (3.3.11)
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3.4 Groupes ponctuels

Nous avons défini une symétrie comme une transformation qui laisse un objet invariant.
On s’intéresse maintenant a ’ensemble des symétries laissant un objet invariant. Nous
allons voir que cet ensemble possede une structure de groupe et nous en donnerons quelques
propriétés avant de nous intéresser aux groupes ponctuels.

3.4.1 La structure de groupe

Définition Rappelons qu'un ensemble, muni d’une loi de composition interne (ou loi
produit) possede une structure de groupe s'il vérifie les axiomes suivants :
e si I’ensemble contient les éléments A et B, il contient le produit AB (’ensemble est
dit fermé par rapport a la loi produit)
e la loi de composition est associative, (AB)C=A(BC).
e l'ensemble contient l'identité ou I’élément neutre E, tel que pour tout élément A,
EA=AF = A.
e si ensemble contient A, il contient I’élément inverse A~! tel que AA™! = F
L’ordre d’un groupe (ou sa multiplicité) est le nombre d’éléments du groupe, il peut étre
fini ou infini.

L’ensemble des symétries laissant un objet invariant, muni de la loi de composition des
symétries, forme un groupe.

En effet, le produit de deux transformations laissant un objet invariant laisse un objet
invariant. Tout objet est évidemment invariant par 'opération identité. Un objet invariant
par une opération A, le sera par lopération inverse A~!. L’associativité est évidente.

éléments générateurs. Des éléments A, B, C d’un groupe sont dits générateurs si tout
élément G du groupe peut s’écrire comme une combinaison de ces éléments :

G = APBIC". (3.4.1)

On peut définir un groupe par la donnée d’un ensemble d’éléments générateurs. Un groupe
qui ne contient qu’un élément générateur est dit cyclique.

Classes d’un groupe. Deux opérations de symétrie A et B d’un groupe sont dites
conjuguées s’il existe une troisieme opération D du groupe telle que :

B=D"1AD (3.4.2)

Cette notion prend toute sont importance dans la théorie des représentations des groupes
(voir [16]), mais elle correspond plus intuitivement & 'idée de symétries « équivalentes ».
Avec les notations précédentes, on passe de A & B en appliquant I'opérateur D & 'opérateur
A. Par exemple dans le groupe de symétrie du cube, les rotations d’ordre trois, dont les
axes sont le long des grandes diagonales du cube, sont équivalentes (conjuguées) par une
des rotations d’ordre quatre. Ce n’est pas le cas des rotations d’ordre deux du groupe de
symétrie du carré ou de I’hexagone : les rotations d’ordre deux passant par le centre des
cotés ne sont pas conjuguées & celles passant par les diagonales (voir figure 3.7).

Un sous-ensemble d’éléments conjugués d’un groupe définit une classe. On montre que les
classes sont disjointes et forment donc une partition du groupe. Comme ’identité forme une
classe a elle seule, les classes non triviales ne sont pas des sous-groupes du groupe considéré.

3.4.2 Les groupes ponctuels

Pour construire tous les groupes ponctuels, il faut trouver les combinaisons possibles des
rotations. Cela se fait grace a la construction d’Euler. On considere trois rotations Ap,,
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FIGURE 3.6 — Représentation des éléments de symétrie du groupe du carré 4/mmm.

An, et An,, telles que leurs trois axes de rotations définissent les sommets d’un triangle
T T
3

sphérique dont les angles valent —, — et (voir fig. 3.5 b)). Les rotations autorisées

N’ N. N.
seront telles que ce triangle et les trliangl?es sphériques obtenus par symétrie « paveront » la
sphere. Ce probleme a quelque analogie avec celui du pavage du plan par des mailles (voir
4.2) : seules certaines combinaisons de rotations sont possibles. Un raisonnement simple
permet de trouver une condition nécessaire pour l'existence des combinaisons de rotations

possibles. Les angles du triangle sphérique vérifient 1'inégalité
0
—t -t > (3.4.3)

On obtient donc la condition nécessaire

1 1 1
—t—+—>1 3.4.4
NN TN (3-4.4)

Hormis les solutions triviales de symétrie 1, les seules possibilités sont :
NiNoN3 = 22N (avec N quelconque ), 233,234,235 (3.4.5)

En suivant cette procédure, il faut vérifier que ces possibilités existent réellement en
calculant par la trigonométrie sphérique les angles que les axes de rotations font entre eux.
Ainsi, pour les possibilités du type 22N, (de la famille des groupes diédraux) ’axe de rotation
de Ay est orthogonal aux axes d’ordre 2. Pour les combinaisons 233, 234, et 235, (famille
des groupes multiaxiaux) les axes de rotation s’arrangent comme les axes de symétrie d’un
tétraedre, d’un cube et d’un icosaedre.

Ces restrictions sont les mémes pour des combinaisons plus générales (rotations/inversions
rotatoires et inversions rotatoires entre elles), car ces combinaisons font intervenir des pro-
duits de rotations (voir paragraphe précédent). Par exemple, les combinaisons de réflexions
et de rotations ne sont autorisées que si ’axe de rotation et la normale au plan miroir font
un des angles défini précédemment.

Il n’y a pas d’impossibilité portant sur ’existence d’une rotation d’ordre quelconque : le
nombre de groupes ponctuels est infini. Néanmoins, pour les trois dernieres possibilités, qui



46 CHAPITRE 3. LA SYMETRIE

correspondent a la famille des groupes multiaxiaux, seules des rotations d’ordre 2,3,4, et 5
sont autorisées.

Les groupes ponctuels sont obtenus en combinant de toutes les maniéres possibles (voir
table) des rotations et des inversions rotatoires® en suivant les régles obtenues ci-dessus.
Les figures 3.7 et 3.8 donnent les représentations géométriques généralement utilisées de
certains de ces groupes. Ce sont les projections stéréographiques des éléments de symétrie
du groupe, ainsi que celles d’une direction générale et de ses directions équivalentes par
les opérations du groupe. Le nombre d’éléments du groupe (sa multiplicité) est aussi égal
au nombre de directions équivalentes représentées sur la projection stéréographique. Les
symétries du groupe du carré 4/mmm - de multiplicité 16 - sont indiquées figure 3.6.

Les groupes ponctuels peuvent étre classés en 7 familles (fig. 3.7) suivant leur groupe
limite (ou groupe de Curie), c’est-a-dire le groupe obtenu en faisant tendre n vers 'infini
(voir 3.4.4).

Description du groupe Hermann-Mauguin Schonflies
I Une rotation A, n Ch
11 Une rotation A4, et n2 (n impair) D,
une rotation Ay orthogonale n22 (n pair)
IIIa Une inversion rotatoire Zn n C3i, S4, Cs;, C3p,
ITIb Une rotation et n/m Coh
une réflexion M orthogonale
v Une rotation A,, et nm (n impair) Cho
une réflexion M parallele nmm (n pair)
Va Une inversion rotatoire A,, et nm (n impair) D3y
une réflexion M parallele n2m (n pair) Dyy, D3y,
Vb Une rotation A,, et n/mm (n impair) Dnp
des réflexions orthogonales et paralleles n/mmm (n pair)
VI Groupes multiaxiaux sans A, 23, 432, 532 T, 0,1
VII Groupes multiaxiaux avec A, m3, 43m, m3m, 53m Ty, T4, O, In

Les groupes du type VII sont les groupes de symétrie des solides platoniciens : le tétraedre
(43m), octaedre et le cube (m3m), le dodécaedre et licosaedre (53m).

Notations des groupes ponctuels Deux notations sont couramment utilisées : elles sont
indiquées dans la table ci-dessus. Les notations de Schonflies, surtout utilisées en chimie et en
spectroscopie et les notations internationales, dites d’Hermann-Mauguin, plus systématiques
et dont sont dérivées les notations des groupes d’espace. Les notations Hermann-Mauguin
suivent les regles suivantes :

- Elles donnent les opérations de symétrie qui suffisent pour retrouver toutes les autres,
mais pas le minimum nécessaire, pour des raisons de cohérence avec les notations des groupes
d’espace. Ce ne sont donc pas, en général, les éléments générateurs du groupe. Par exemple,
le groupe noté 222 a une notation redondante, la troisieme rotation d’ordre 2 se déduisant
des deux premieres.

- Elles utilisent la notion de directions de symétrie, dont les définitions dépendent des
systemes. Ces directions sont les directions :

3. a 2 dimensions, les groupes ponctuels sont : 1, 2 (oblique), m, 2mm (rectangulaire), 4, 4mm (carré),
3, 3m, 6, 6mm (hexagonal).
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2mm 4mm Gmm
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| %

3m 42m (dm2)  62m (6m2)
mmm 4/mmm 6/mmm

FiGURE 3.7 — Classement des classes de symétries d’orientation en fonction des systemes
cristallins (verticalement) et des groupes limites de Curie (horizontalement). Les groupes
propres ou chiraux sont représentés en vert (gris clair), les groupes centrosymétriques en
orange (gris foncé) et les groupes impropres en jaune (blanc).
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FI1GURE 3.8 — Représentations stéréographiques des groupes ponctuels multiaxiaux.

e primaire, la direction de I’axe de plus haut degré de symétrie, 4

e secondaire, des directions conjuguées de degré immédiatement inférieur, si elles existent,

e tertiaire, d’autres directions conjuguées déduites des deux autres, si elles sont diffé-
rentes des directions secondaires par symétrie. Pour les groupes du type II, IV et V,
si n est impair les directions secondaires et tertiaires sont confondues. La définition de
ces directions sera donnée pour chaque systeme cristallin en 5.3.

- Les directions des miroirs sont celles des normales a leur plan. Les directions des rota-
tions sont celles de leur axe. Le signe « / » indique que le plan du miroir est orthogonal &

I’axe de rotation . Par exemple la notation — indique la présence d’un miroir, dont le plan

m
est orthogonal & un axe de rotation d’ordre 2. Ces deux opérations de symétrie corresponde
a la méme direction car la normale au miroir et I’axe de rotation sont paralleles.

Les notations dites étendues ou complétes indiquent toutes les rotations et les miroirs

orthogonaux, si ceux-ci existent. Par exemple la notation — — — est une notation étendue,
mmm

et mmm la notation réduite correspondante. Les notations internationales privilégient les

222
notations réduites par rapport aux notations étendues. Le groupe — — — sera donc plutot
mmm

4 2 2 6 2 2 4
noté mmm. De méme, les groupes —— — et — — — sont respectivement notés —mm et
mmm mmm m

—mm).
m

11 est utile de noter qu’'un groupe contenant une rotation d’ordre pair et une réflexion est
centrosymétrique. En effet, si un groupe contient une rotation A, d’ordre n pair, il contient

un rotation A,. Comme la combinaison d’une rotation d’ordre 2 et d’une réflexion donne
une inversion, le groupe est centrosymétrique.

4. Tl existe deux exceptions & cette regle, les groupes cubiques 23,et m3. La direction primaire est la
direction de plus haute symétrie du réseau cubique associé, i.e. la direction des axes d’ordre 4. Cette
notation permet d’eviter la confusion avec les groupes trigonaux 32, 3m et 3m.
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3.4.3 Autre classification des groupes.

Groupes propres, énantiomorphes, ou chiraux. Ces groupes ne contiennent que
des opérations de symétrie directe. Un objet dont la symétrie est décrite par un tel groupe
est dit chiral. C’est-a-dire qu’il n’est pas superposable a son image dans un miroir. Ce terme
vient du grec « Kheir » qui veut dire main (voir § 16) car les mains sont des objets chiraux.

Groupes impropres. Ce sont les groupes qui contiennent des opérations de symétrie
indirectes sauf l'inversion.

Groupes centrosymétriques. Ce sont les groupes contenant 'inversion.

Ce classement est résumé dans le tableau ci-dessous (voir aussi fig. 3.7).

Groupes Propres Impropres Centrosymétriques
Binaires
Uniaxiaux cycliques 1,2 1
Uniaxiaux non cycliques m 2/m
Diédraux 2mm mmm
Uniaxiaux (n > 2)
Cycliques n 7 (n pair) 7 (n impair)
Non cycliques n/m (n pair)
Diédraux (n > 2) nmm (n pair)
nm (n impair)
n2 (n impair)  7T2m (n pair) nm (n impair)
n22 (n pair) n/mmm (n pair)
Multiaxiaux
Cubiques T 23 43m m3
Cubiques O 432 m3m
Icosaédriques 532 53m

3.4.4 Groupes ponctuels continus. Groupes limites (de P. Curie)

On introduit 'opérateur de rotation A, limite des rotations d’ordre n quand n tend
vers l'infini. Cet opérateur décrit la symétrie d’objet ayant un axe de révolution. Les groupes
contenant ces axes de révolution sont les groupes limites des groupes ponctuels, introduits
par P. Curie en 1894 (voir fig. 3.7).

Groupe Figure Grandeur physique

00 Cone tournant Vecteur axial et vecteur polaire paralleles.
02 Cylindre tordu Tenseur axial d’ordre 2 (activité optique).
oo/m Cylindre tournant Vecteur axial (champ magnétique B).

oom Cone Vecteur polaire (champ E, force F).
oo/mm Cylindre Tenseur polaire ordre 2 (susceptibilité).
0000 Spheére tournante  Scalaire axial (masse magnétique, chiralité).

oo/moo/m  Spheére Scalaire polaire (pression, masse).
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Chapitre 4

Ordre périodique a grande
distance

4.1 Notion de maille

On défini un cristal périodique comme ’association d’'un réseau et d’'un motif placé
en chaque neeud du réseau.
- Un réseau est un ensemble de points appelés nceuds, dont les positions sont données
par
R,vw = ua+ vb + we (4.1.1)

ou a,b,c sont des vecteurs formant une base de I’espace et u,v,w sont des entiers.

- Le motif est I’ensemble des atomes associés a chaque noeud du réseau.

Une translation de réseau est également définie par T = ua+wvb+wc. C’est une opération
de symétrie car elle laisse le réseau invariant. L’ensemble des opérations de translation muni
de ’addition forme un groupe.

Une maille est un volume qui pave l’espace sans vide ni recouvrement si on lui applique
un ensemble de translations du réseau. La maille sera dite « primitive » si elle ne contient
qu’un seul nceud du réseau. La maille la plus utilisée est parallélépipédique et définie & partir
des vecteurs de base (a,b,c). Les parametres du réseau sont les modules des vecteurs de
base, notés (a, b, c), et les angles («, 8,7) que forment ces vecteurs entre eux : o = (t/)::),
B=(c,a),y= (a/,B) La figure 4.1 représente une maille quelconque et donne les définitions
des parametres de réseau.

Il peut étre plus intéressant de faire un autre choix pour les vecteurs de base, pour des
raisons de symétrie. On parlera de maille multiple si le parallélépipede formé par (a,b,c)
contient plus d'un noeud !. Un exemple de maille double est donné figure 4.2.

Les mailles conventionnelles sont les mailles (voir paragraphe 4.2.1) :

P Primitives

F: Faces centrées

I: Centrées

AB,C: Faces centrées (b,c), (a,c) ou (a,b)

Une maille primitive ou multiple est une maille élémentaire (unit cell).

1. Pour compter les nceuds contenus dans une maille, il est parfois plus simple de translater celle-ci.

o1
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FIGURE 4.1 — Exemple de maille triclinique.

RS KD

FIGURE 4.2 — Exemple de maille primitive (a,b) et de maille multiple double (A, B) pour
un réseau a 2 dimensions.

4.1.1 Maille de Wigner-Seitz

La maille de Wigner-Seitz d’un réseau est ’ensemble des points plus proches de l'origine
que de n’importe quel autre point. C’est une maille primitive et elle a la symétrie du réseau
(la classe de symétrie d'un réseau est celle de sa maille de Wigner-Seitz). En général, cette
maille n’est pas parallélépipédique. C’est un cas particulier d’'un polygone de Voronoi, qui
se définit de la méme maniére que la maille de Wigner-Seitz pour un ensemble quelconque
de points. Cette maille joue un grand role en physique des solides : la zone de Brillouin est
la maille de Wigner-Seitz du réseau réciproque.

4.2 Symétries ponctuelles dans les réseaux

Bien qu’étant des objets infinis, tous les réseaux sont invariants par certaines symétries
ponctuelles. L’origine des symétries ponctuelles sera prise sur un noeud quelconque du réseau.
Dans la suite, nous allons classer les réseaux suivant leur symétrie. Il faut donc d’abord
trouver quelles sont les symétries compatibles avec la périodicité tridimensionnelle d’un
réseau. Nous commencerons par démontrer que : seules les rotations d’ordre 1, 2, 3, 4, et
6 sont compatibles avec la périodicité de translation.

- Lemme : Tout axe de symétrie A,, est orthogonal & un plan réticulaire (voir figure 4.3).

Sin > 3. On applique la rotation A, a un vecteur quelconque. Comme n # 2 cette génere
au moins 3 noeuds, qui définissent un plan réticulaire.

Si n = 2. On considére une rotation As ainsi que A} obtenue par une translation quel-
conque T. Un nceud qui n’est pas situé dans le plan défini par les axes de rotation de As
et Af, se transformera par A, et A} en deux points. Ces trois nceuds définissent un plan
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orthogonal & I’axe de rotation de As.

FIGURE 4.3 — Un axe de rotation d’ordre n est orthogonal a un plan réticulaire.

FIGURE 4.4 — Construction servant & démontrer que les axes d’ordre égal a 5 et supérieur a
6 sont interdits dans un réseau périodique.

- Démonstration :

On se place dans le plan réticulaire orthogonal & I’axe de rotation de A,, (figure 4.4). On
translate A,, d’un vecteur de translation T, le plus court dans la direction ’f‘, ce qui donne
un autre axe d’ordre n : A/n. En appliquant A, & T et Alfn a —T, on obtient deux autres
points B et B’ tels que :

—
BB’ =T — 2T cos(a) (4.2.1)
—

Comme T est le vecteur de translation le plus court, la condition de périodicité est : BB’ =

mT (m entier). Donc :

T — 2T cos(a) = mT, soit (4.2.2)
cos(a) = (m—1)/2, ou
- P
cos(a) = 5

Les opérateurs A,, compatibles avec la périodicité correspondent donc aux nombres p auto-
risés par cette équation. Ils sont au nombre de 5 :
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2 —
p cos(a) a n= T B
a
-2 -1 us 2 3T
1 2
-1 -1z 3 2T
0 0 T 4 T
1 T
TR S 0
2 1 0 1 -T

Ceci prouve l'incompatibilité des axes d’ordre 5 et supérieur a 6 avec la périodicité d’un
réseau. Cette démonstration est valable dans le plan ou dans I’espace.

Il est clair qu’un réseau est centrosymétrique car si un neeud (u,v,w) appartient au ré-
seau le neeud (—u, —v, —w) appartient au réseau. De plus, si un réseau est invariant par une
réflexion, son plan de symétrie est un plan réticulaire du réseau. On a donc les méme condi-
tions que ci-dessus pour les inversions rotatoires. Ces conditions permettent de construire
tous les types de réseaux.

4.2.1 Les différents modes de réseau (les systémes de Bravais)

Pour trouver les types de réseaux possibles, on s’intéresse d’abord aux réseaux bidi-
mensionnels 2. Ceux-ci sont utilisés pour étudier les ordres bidimensionnels dans les cristaux
liquides ou pour I’étude des surfaces. Dans le plan, il y a cing types de réseaux appelés modes
de réseaux (voir fig. 4.5) : le réseau oblique (symétrie 2), rectangulaire primitif et rectan-
gulaire centré (symétrie 2m), carré (symétrie 4m) et hexagonal (symétrie 6m). Les réseaux
ayant les mémes symétries ponctuelles forment un systéme de Bravais (ou réticulaire). 11
y a quatre systémes de Bravais bidimensionnels (oblique, rectangle, carré et hexagonal).

[ 7

Oblique : p Rectangulaire : p Rectangulaire : ¢ Carré : p Hexagonal : p

FIGURE 4.5 — Les 5 réseaux de Bravais bidimensionnels.

a partir de ces réseaux bidimensionnels, les réseaux de ’espace se construisent en empi-
lant les réseaux 2D dans une troisieme direction. On trouve qu’il y a 14 modes de réseau,
regroupés en 7 systémes de Bravais (Bravais 1848) : ce sont les 14 réseaux de Bravais. Les
réseaux obliques donnent les réseaux monocliniques, les réseaux rectangulaires les réseaux
orthorhombiques, les réseaux carrés donnent les réseaux tétragonaux, les réseaux hexago-
naux 2D les réseaux rhomboédriques et hexagonaux. Les réseaux cubiques s’obtiennent par
empilement de réseaux rectangulaires, carrés ou hexagonaux. Ces modes de réseau, leurs
caractéristiques et leur groupe ponctuel sont indiqués dans la table suivante et représentés
figure 4.6 :

2. & une dimension il n’y a évidemment qu’un seul type de réseau, de symétrie 1.
b
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Systeme de Bravais Modes Parametres Symétrie réseau
Triclinique P a#tb#c;a#tB#y 1

Monoclinique P, C a#tb#c;a=~v=90°7 2/m
Orthorhombique PCLF a#b#c;a=0=v=090° 2/mmm
Rhomboédrique R a=b=c;a=8=x 3m

Tétragonal P I a=b#c;a=p0p=~v=90° 4/mmm
Hexagonal P a=b#c;a=06=90%;v=120° 6/mmm
Cubique P,IF a=b=c;a=pF=v=90° m3m

Il est important de noter que les noeuds qui ne sont pas aux sommets des mailles multiples
sont strictement équivalents aux autres. On peut toujours décrire un réseau par une maille
primitive. La figure 4.7 donne les mailles primitives rhomboédriques des trois modes du
systeme cubique.

Les mailles conventionnelles ont la symétrie de leur réseau a ’exception de la maille P
du systeme hexagonal, qui n’a pas la forme d’un prisme a base hexagonale. Les vecteurs de
base a et b de la maille de ce systeme font, par convention, un angle de 120°.

Les classes de symétrie d’orientation peuvent étre classées en fonction de leur relation
groupe/sous-groupe comme indiqué figure 4.8. Cette classification, surtout utile pour I’étude
des transitions de phase (voir § 9), permet de voir quand il est possible de passer par une
déformation continue d’un systéme & un autre. Ainsi, une transition faisant passer du systéeme
cubique au systeme hexagonal ne peut étre que discontinue, donc du premier ordre.

4.2.2 Les classes de symétrie (les systémes cristallins)

Les groupes ponctuels compatibles avec la périodicité des réseaux sont appelés classes
de symétrie ou groupes ponctuels cristallographiques. Ce sont les groupes qui ne
contiennent pas d’opérations de symétrie incompatibles avec la périodicité. Ils sont au
nombre de 32. Ces classes décrivent les symétries d’orientation des cristaux périodiques. En
effet, I'introduction d’un motif dans un réseau peut donner un cristal de symétrie d’orienta-
tion différente de celle du réseau, en général plus basse.

Dans les conventions internationales, les cristaux sont classés en fonction de leurs sy-
métries ponctuelles. La figure 3.7 donne les projections stéréographiques des 32 classes de
symétrie. Ces classes sont classées en 7 systémes cristallins (verticalement dans la figure).
Ces systemes cristallins sont les mémes que les systemes de Bravais sauf pour le systeme
trigonal : un cristal de symétrie trigonale peut avoir un réseau rhomboédrique (R) ou hexa-
gonal (P). Le cas d’un réseau hexagonal pouvant donner un cristal de symétrie trigonale est
la seule exception et la seule ambiguité de ce classement.

Systeme cristallin ~ Symbole Réseau de Bravais
Triclinique a aP
Monoclinique m mPmC
Orthorhombique o oP, ol, oC, oF
Tétragonal t tP, tI
Trigonal h hP (hexagonal), hR (rhomboédrique)
Hexagonal h hP
Cubique ¢ cP, cI, cF
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P | F C
Triclinique
B
Monoclinique ° .
0. [ J
Orthorhombique ® ®oet®
! o [ J
Tétragonal ®

Rhomboédrique "\

Hexagonal

Cubique i = =

FIGURE 4.6 — Les 14 réseaux de Bravais, classés en 7 systéemes de Bravais ou systemes
réticulaires.
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7

FIGURE 4.7 — Mailles primitives des réseaux du systeme cubique.

Hexagonal Cubique
Tétragonal
Trigonal Orthorh‘ombique
\ /
Monoclinique

Triclinique

FIGURE 4.8 — Relation entre les 7 systeémes.
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Parmi les classes d’'un systeme, les classes ayant la symétrie du réseau s’appellent les
classes holoedres. On peut ensuite classer les classes de symétries suivant leur relation de
groupe/sous-groupe avec les classes holoédres. Les classes hemiedres ont la moitié des élé-
ments de symétrie du réseau, les classes tetartoedres en ont le quart.

Par exemple dans le systeme tétragonal (appelé parfois quadratique), la classe holoedre
est 4/mmm, de multiplicité 16. Les classes hémiedres, de multiplicité 8, sont 42m, 4mm,
4/m et 422. Les classes tétartoedres, de multiplicité 4, sont 4 et 4.

4.3 Rangées et plans réticulaires

4.3.1 Rangées.

Tous les noeuds d’un réseau peuvent se regrouper en rangées paralleles. Ces rangées ont
une direction ua + vb 4+ we, que 'on note [uvw], u,v, et w étant premiers entre eux. Une
direction [uvw] et les directions équivalentes par symétrie sont notées < uvw >. Par exemple
dans un réseau cubique les directions [100], [010] et [001] sont équivalentes et sont notées
< 100 >. Ce n’est pas vrai dans le systeme orthorhombique.

4.3.2 Plans réticulaires

Les nceuds du réseau sont regroupés en plans réticulaires identiques et équidistants.
Une famille de plans réticulaires est un ensemble de plans réticulaires paralleles formant
un feuilletage du réseau, c’est-a-dire contenant tous les noeuds du réseau. On montrera a
la section 6.3.4, que pour une famille de plans donnée, le plan réticulaire le plus proche de
Porigine (voir fig. 6.3) coupe les axes de la maille en

, (4.3.1)

b

T o
~| 0

a
Ea

h, k, et | sont des entiers appelés indices de Miller (1839). La famille de plans correspon-
dante est notée (hkl) et les familles de plans équivalentes par symétrie sont notées {hkl}.
Par exemple, dans un réseau cubique la famille (110) est équivalente & (110), (101), (101),
(011) et (011) : Pensemble de ces familles de plan seront notées {110}.

Les plans de type (hkl) sont espacés de dpnk; appelée distance interréticulaire. Si on
appelle N (hkl) la densité de noeuds par plan, N (hkl)/dpx; est la densité volumique de noeuds.
Comme c’est une constante pour un réseau donné, les plans denses sont treés espacés et les
plans peu denses sont tres serrés. D’apres la définition des indices de Miller, les plans sont
d’autant plus serrés qu’ils ont des indices élevés. Les plans denses ont donc des faibles indices
de Miller h, k,l. Cette remarque a son importance pour étudier le facettage des cristaux. En
effet, on observe que les plus grandes faces des cristaux correspondent & de faibles indices de
Miller. Ceci peut s’expliquer par le fait que pour satisfaire les liaisons des atomes en surface,
la densité de la surface doit étre grande.

Les cristaux ont en général une forme polyédrique composée de faces planes. Les orien-
tations de ces faces suivent des lois, énoncées a la fin du XVIII® siecle par Romé de 1'Isle
(1783) et ’abbé Haiiy (1784).

- La loi de Romé de 1’Isle, ou loi de la constance des angles.

Pour un type de cristal donné, les angles que font les faces entre elles sont constants,
quelle que soit la forme du cristal.

- La loi d’Haiiy, ou loi des troncatures rationnelles simples.
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On consideére trois arétes non-coplanaires d’un cristal, concourantes en un point O. Pour
deux faces données, les intersections avec ces trois arétes Py, Py, P3 et Pj, P}, P}. vérifient 3 :
OP, OP, OP;

/" /A /

OP, OP, OP;

=h:k:l (4.3.2)

Si une face est choisie telle que ses intersections avec les arétes définissent les vecteurs
unités, les entiers h, k, et | sont les indices de Miller.

A

FIGURE 4.9 — L’intersection de deux plans réticulaires définis par OP;P3P3 et OPllP;P:0>
avec trois arétes d’un cristal.

OP; . OPy
oP! * OP]

3. Cette notation signifie que les rapports du types sont rationnels, égaux a hi : ha.
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FIGURE 4.10 — « Anges et démons ». Gravure de Maurits Cornelis Escher, artiste néerlan-
dais né en 1898. Escher a dessiné des centaines de gravures d’inspiration géométrique. En
particulier, il a crée des pavages illustrant chacun des groupes d’espace du plan. « Anges et
démons » est un pavage du systéme carré (groupe pdgm), possédant une symétrie d’ordre 4
et des réflexions avec et sans glissement.



Chapitre 5

Symeétries de position : groupe
d’espace

5.1 Introduction

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que les symétries d’orientation, c’est-a-dire les
isométries qui laissent invariantes des directions ou des vecteurs. Elles sont utilisées pour
étudier les symétries macroscopiques des solides. Les symétries microscopiques d’un cristal
sont appelées symétries de position. Elles laissent invariantes les positions des atomes du
cristal et les nceuds d’un réseau infini. Ces opérations sont donc également des isométries.

Les isométries de positions se décomposent en un opérateur linéaire O (rotation ou ré-
flexion rotatoire), et une translation (d'un vecteur t). Ces nouvelles opérations seront notées
(O, t). En principe les opérations O agissent sur des points, mais nous les identifierons dans
ce chapitre aux opérations ponctuelles définies précédemment. La différence principale est
qu’une opération de symétrie de position occupe une position donnée dans I’espace. Ainsi,
Popérateur O dépend des vecteurs de base, et le vecteur t de 'origine de ’espace.

Les opérations de symétrie de position sont donc des rotations ou des réflexions rotatoires
(O, 0), des translations (F,t), ou des compositions des deux (O, t). La figure 5.1 donne des
exemples de symétrie de position dans un cristal ou un réseau.

w b b

(® —_— —_—

S @ 8 _@
v

O]
> @

®
> @

@

=)

@

|

|

A
2 8§ @ 9

O
@

FIGURE 5.1 — Exemples de symétries de position dans un réseau hexagonal (& gauche). Les
symboles représentant les rotations ont une orientation différente quand il ne sont pas reliés
par une translation du réseau. A droite, un motif & deux atomes dans un réseau rectangulaire
génére une translation hélicoidale.

61
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5.2 Opérations de symétrie non-symorphiques

Pour trouver les nouvelles opérations de symétrie (O,t) que l'on peut générer, on dé-
compose la translation t en une translation parallele t a I’élément de symétrie de O, et une
translation perpendiculaire t; . On montre facilement que si I'on applique n fois I'opération
(O, 1), on effectue I'opération (O™, O"~1(t) + ... + O(t) +t). En remarquant que O(t)) =t
et OVt )+...+0(tL)+t1 = 0si N est 'ordre de O, on peut ecrire pour une opération
d’ordre N :

(0,t)" = (0N, Nt)) (5.2.1)

Cette équation permet de montrer qu’il y a des contraintes sur le vecteur t|, comme nous
le verrons ci-dessous. Par contre, une opération O suivie d’une translation t | est équivalente
a une opération O translatée. Par exemple, un petit schéma permet de voir qu’une réflexion
suivie d’une translation t; est équivalente & une réflexion décalée du vecteur t, /2. Nous
ne considérerons donc dans la suite que les opérations du type (O,t), que nous noterons
implicitement (O, t).

Symbole Représentation graphique Nature de la translation
i iel
Normaalu plan du dessirl:aral e
m ] plan ordinaire, sans translation.
. a/2 le long de x ou b/2 le longdey
a b Tt l ]
c/2lelong de z; (a+b+c)/2 le long
L R de [111] en axes rhomboédriques
________ (a+1b)/20ou(b+c)/2ou(a+c)2ou
n ' : (a+ b+ c)/ 2 (quadratique et cubique)
e 1/8
d (atb)/4ou(btc)/dou(cta)/4
' T 3/8; ’ ou (atb +c)/4 (quadratique et cubique)

Les axes a et b sont dans le plan de projection.

FIGURE 5.2 — Description et notation des réflexions avec glissement.

5.2.1 Réflexions avec glissement.

Supposons que O soit une réflexion M. La opération (M, t) composée a elle-méme donne
(MM, t+t) = (E,2t). Ce nouvel opérateur laisse le cristal invariant si et seulement si
2t = T est un vecteur de translation du réseau. Donc 'opérateur (M, T/2) est une nouvelle
opération de symétrie de position, appelée réflexion avec glissement, ou miroir de glissement
(fig. 5.4). La translation sera a/2, b/2, ou c¢/2 si T est le long des axes de la maille. Dans le cas
de mailles multiples, cette translation pourra étre plus compliquée, par exemple (a+b)/4 pour
une réflexion de type d (comme diamant). La table 5.2 donne les réflexions avec glissement
conventionnelles ainsi que leurs notations.
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Symbole Représentation | Symbole Représentation |Symbole Représentation

graphique graphique graphique

1 o) 3, A 6 ®

2 0 N 3 A 6, L )
— P 4 L 2 6, [ ]

2, ¢ N 4, & 6, ®

3 A 4, * 6 ™

3, A 3 ® 3 &®

63

FIGURE 5.3 — Symboles utilisés pour représenter les rotations, inversions rotatoires et trans-
lations rotatoires.

T/2 »o

Lol

FIGURE 5.4 — Représentation schématique d’une réflexion avec glissement (& gauche), et de
quelques translations hélicoidales.



64 CHAPITRE 5. SYMETRIES DE POSITION : GROUPE D’ESPACE

5.2.2 Translations hélicoidales.

(AN, t) est une rotation de 27 /N suivie d’une translation. En appliquant N fois (An,t),
on obtient 'opération (E, Nt). Nt doit étre une translation du réseau mT si T est le vecteur
de translation le plus court dans la direction de 'axe de symétrie de Ay. t est donc de la
forme t = mT/N. Ces opérations de symétries s’appellent des translations hélicoidales (fig.
5.4). Avec une rotation d’ordre 4 selon 'axe c, la translation ne peut étre que c/4, 2¢c/4, ou
3c/4.

Ces opération de symétrie sont notées : N,,, ou N est 'ordre de la rotation Ay et m
représente la translation de me/N, ¢ étant la période dans la direction de I’axe. Les notations
conventionnelles sont données dans la table ci-contre.

Les opérations de symétries précédentes (réflexions avec glissement et translation héli-
coidales) sont dites non-symorphiques. Les autres (rotations, inversion, réflexions, inversions
rotatoires) sont parfois appelées symorphiques.

5.3 Groupes d’espace

L’ensemble des opérations de symétrie de position (O, t) qui laissent invariant un cristal
parfait infini, muni de la loi de composition des opérations de symétries forme un groupe
que l'on appelle groupe d’espace. En cherchant toutes les combinaisons possibles de ces
opérations de symétrie pour chaque systeme cristallin, on trouve qu’il existe 230 groupes
d’espace.

5.3.1 Notation des groupes d’espace.

On note le mode de réseau, puis les éléments de symétrie suivant les mémes conventions
que les classes de symétries, en utilisant les définitions des directions de symétries conven-
tionnellement tabulées (voir table ci-dessous) et les notations des opérations de symétries
précédemment définies.

Systeme cristallin primaire secondaire tertiaire
Triclinique / / /
Monoclinique Axe 2, (b ou ¢) / /
Orthorhombique / / /
Tétragonal Axe 4, b a,c bissectrices des directions secondaires
Trigonal Axe 3 Axe 2
Hexagonal Axe 6, ¢ a,a+ b,b  bissectrices des directions secondaires
Cubique Axes 4 (100)  Axe 3 (111) Axe 2 (110)

Les éléments indiqués sont en général (mais pas toujours!) les éléments générateurs du
groupe d’espace. Par exemple, la notation du groupe n° 73, du systeme tétragonal :

T4y /amd, (5.3.1)

signifie que le réseau est centré, qu’il existe un axe hélicoidal 4, le long de la direction primaire
0z et un miroir de glissement a normal & cette direction, un miroir simple m orthogonal a
la direction secondaire qui est la direction des axes de la maille tétragonale, et un miroir
diamant dans la direction tertiaire qui est la direction des diagonales de la maille. Ces quatre
éléments ainsi que les quatre translations (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1/2,1/2,1/2) forment
un ensemble d’éléments générateurs de ce groupe
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La classe de symétrie d’un cristal et son groupe d’espace sont simplement reliés. Soit

une direction définie par un vecteur T et deux points F' et G tels que FG = T. Soit une
opération de symétrie du groupe d’espace (O, t). Cette opération transformera les points F'

et G, en F’ et G’ tels que F'G’ = O(T). O est donc une opération de symétrie ponctuelle
du cristal : elle appartient a la classe de symétrie du cristal. Ceci montre que pour obtenir la
classe de symétrie a partir du groupe d’espace, il suffit d’enlever les translations des éléments
indiqués dans la notation du groupe d’espace. Cette transformation est un des avantages des
notations internationales. Ainsi, la classe de symétrie du groupe I4;/amd est 4/mmm.

Les 230 groupes d’espace sont classés dans les « International Tables for Crystallogra-
phy » (ref. [26]), dont une page est présentée fig. 5.5. Les indications données par ces tables
sont les suivantes :

1- Notation Hermann-Mauguin réduite. Notation de Schoenflies. Classe de symétrie
d’orientation. Systéme cristallin.

2- Numéro du groupe d’espace. Notation Hermann-Mauguin étendue. Symétrie de la
fonction de Patterson.

3- Diagrammes du groupe d’espace, consistant en une ou plusieurs projection des éléments
de symétrie et une illustration d’un ensemble de points équivalents en position générale.

4- Position de 'origine dans la maille.

5- Unité asymétrique. C’est le volume minimum de la maille dont la connaissance permet
de reconstruire le cristal en lui appliquant les symétries du groupe.

6- Opérations de symétrie du groupe.

7- Ensemble d’éléments générateurs du groupe.

8- Position générale de Wickoff.

9- Symétrie 2D de projections spéciales du groupe.

5.3.2 Classement des groupes d’espaces

Les groupes d’espace sont classés selon les mémes systemes cristallins que les classes de
symétrie. Un groupe d’espace appartient a un systeme si sa classe appartient a ce systeme.
Parmi les groupes d’espace, on en distingue 73 symorphiques et 157 non-symorphiques.

e Les groupes symorphiques sont tels que les éléments de symétrie des opérations O
soient concourants. Les éléments générateurs sont symorphiques (rotations, inversions
rotatoires). Ces groupes sont les plus intuitifs, on peut les visualiser en placant une
figure finie d’une classe de symétrie donnée au noeuds du réseau. Par exemple, le cuivre,
de structure compacte cubique faces centrées a le groupe d’espace Fm3m, de méme que
la structure du sel NaCl. Le groupe d’espace d’'une perovskite est Pm3m. La notation
des groupes symmorphiques se compose du mode de réseau et de la notation de la
classe de symétrie.

e Les groupes non-symorphiques contiennent des élément non-symmorphiques dus au
motif. Parmi les éléments générateurs, il y a au moins un élément non-symorphique.

Comment trouver le groupe d’espace d’une structure ?

- Trouver la maille et le mode de réseau conventionnel (P (ou R), I, F, A, B, C), en
cherchant les points équivalents dans la maille. En déduire le systéme cristallin. (Un seul
probléme possible : un cristal a réseau hexagonal peut faire partie du systeme trigonal. Si le
réseau est hexagonal, vérifier s’il existe un axe d’ordre 6 (ou 6) ou un axe d’ordre 3 (ou 3),
dont la présence définit le systéme hexagonal ou trigonal).

- Repérer les directions de symétrie (primaires, secondaires et tertiaires), qui sont conven-
tionnelles.
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FIGURE 5.5 — Extrait des « International Tables for Crystallography ».
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- Chercher les opérations de symétrie conventionnelles dans ces directions : (inversion,
rotation, translation hélicoidale, réflexion, miroir de glissement, inversion rotatoire).

- En déduire la classe de symétrie du cristal en éliminant les translations des opérations
de symétrie.

- Si les éléments de cette classe sont des opérations de symétrie de la structure et sont
concourants, le groupe est symmorphique, il est noté par le mode et la classe de symmétrie.

- Si les éléments de cette classe sont des opérations de symétrie de la structure mais ne
sont pas concourants, ou s’ils ne sont pas des opérations de symétrie le groupe est non-
symmorphique. Noter le groupe par son mode et les éléments retenus dans 'ordre de la
classe.

- Comme le groupe trouvé peut ne pas étre conventionnel, vérifier son existence dans la
liste des groupes. Permuter les axes si besoin est.
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Les 230 groupes d’espace. La table indique la notation internationale (Hermann-Mauguin),
et la notation de Shoenfliess. Les systemes cristallins sont séparés par des doubles traits, les
classes par des traits simples.

1 Pl C] 41 Aba2 it 81 P4 S}
2 Pl Ct 42 Fmm2 C38 82 14 S}
3 P2 CI 43 Fdd2 Gy 83  Pi/m CJ,
1 P2, c2 44 Imm2  C3) 84 Pdy/m C?,
5 C2 C3 45 Iba2 C3l 85  Pd/n c3,
6 Pm Cr 46 Ima2  C35 86  Pdo/n C4
7 Pe C? 47 Pmmm Dj, 87 I4/m Cci,
8 COm c? 48  Pnnn Dy 88 I4/a  CY,
9 Cc Cq 49 Peem D3, 89 Pi22 D!
10 P2/m  CL 50 Pban Dy, 9 P42,2 D3
11 P2;/m  C3, 51 Pmma D3, 91  P422 D}
12 Cc2/m  C3, 52 Pnna D5, 92 P42,2 Dj
13 P2/c O3 53 Pmna D3, 93 P4y22  Dj
4 P2/c 3, 54 Pcca D3, 94 P4,22 DS
15 C2/c  C8, 55 Pbam Dy, 95 P22 D]
16 P22 D} gg Ifj oon g% 9 Pl Dj
17 P22, D3 cm 2% o1 122 DY
18 P2,2,2 D3 58 Prnm Dy, 98 I4,22 D}
19 P2,2,2, Di 59 Pmmn Dy, 99— Pimm - Cj,
20 €222, D3 60 Pben Dy, 100 P4bm  C3,
21 €222 DS 6L Pbea Dy 101 Pdyem  C3,
22 F222 D} 62 Pnma Dy, 102 Pdonm  Cf,
23 1222 D3 63 Cmem Dy, 103 Pdcc  C3,
24 12,22, D) 64 Cmeca Dy 104 Pdnc  CS,
65 Cmmm D) 105 Pdome C7
25  Pmm?2 C3, 2h 2 v
2%  Pmc2, c2 66 Ccem D%]f 106  Pdybe cs,
27 Pec2 3, 67 Cmma Dy 107 I4imm O,
28 Pma2  Cb 68 Ceca Dy 108 Idem ~ CLO
29 Pca2; O3, 69 Fmmm  Da, 109 I4ymd C}!
30 Pne2  CS, 70 Fddd Dy, 110 I4ed  CJ2
31 Pmn2, Cj, 7L Immm Do, 11 P2m Dl
32 Pha2  C5, 72 Ibam Dy, 112 Pi2e D2,
33 Pna2, O3, 73 Ibca Doy 113 Pi2ym D},
34 Pnn2 Ol 74 Imma Dy, 114 Pi2c Dl
35 Cmm2 C3! 75 P4 Ci 115 Pdm2 D3,
36 Cme2, Cl2 76 P4 Ci 116 Pic2 DS,
37 Cec2 L 77T Py Cy 117 P2 Dj,
38 Amm2 O3} 78 P4 Ci 118 Pin2 D3,
39 Abm2 Ol 79 I4 C3 119 [dm2 DY,
40 Ama2  C35 80 I4 (&} 120 T4e2 DL
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201 Pn3 T?
202 Fm3 T}
203 Fd3 T}
204 Im3 Tp
205 Pa3 Ts
206 Ia3 Ty
207 P432 ot
208 P4,32 0?2
209 432 03
210 F4;32 O*
211 1432 0°
212 P4332 O
213 P4;32 O7
214 14,32 O%
215 P43m  TJ
216 F43m T2
217 I43m T3
218 P43n T}
219 F43c T3
220 143d 7%
221 Pm3m O}
222 Pn3n O}
223 Pm3n O}
224 Pn3m O}
225 Fm3m O}
226 Fm3c OY
227 Fd3m O]
228 Fd3c  Of
229 Im3m  O)
230 Ia3d  O;°

121 I42m D}
122 142d D12
123 P4/mmm  Dj,
124 P4/mcc D3,
125 P4/nbm D3,
126 P4/nnc D3,
127 P4/mbm D3,
128  P4/mnc DS,
129  P4/nmm D},
130 P4/ncc D%,
131 P4y/mme DY,
132 P4y/mem DL
133 P4y /nbe D}}
134 Pdy/nmm D3
135  Pdy/mbc D}
136 P4y/mnm D}}
137 P4y/nme  D}?
138  Pdy/nem DL
139 I4/mmm D}l
140  I4/mem D8
141 I4y/amd D))
142 T4y/acd D%
143 P3 Cs
144  P3; C3
145 P3, C3
146 R3 ci
147 P3 cr
148 R3 cz,
149 P312 DI
150 P321 D2
151  P3;12 D}
152 P3,21 D3
153 P3,12 D3
154  P3,21 Dl
155 R32 D3
156  P3ml Ci,
157  P3lm C3,
158 P3cl s,
159 P3lec ci,
160 R3m cs,

161 R3c Cs,
162 P3lm Di,
163 P3lc D3,
164 P3ml D3,
165 P3cl D3,
166 R3m D3,
167 R3c DS,
168 P6 Ce
169 P6, o
170 P65 c3
171 P6, oF;
172 P6, Ce
173 P63 Cg
174 PG Ci
175 P6/m Ci
176  P63/m Cz,
177 P622 Di
178  P6,22 D2
179 P6522 D}
180  P6922 D}
181 P6422 D3
182 P6322 D§
183  P6mm Ce,
184  P6ec C2,
185 P6zcm cg,
186  P6zmc Cg,
187 P6m2 DI,
188 P6c2 D3,
189  P62m D3,
190 P62c D3,
191  P6/mmm D,
192 P6/mcc D%,
193 P63/mem Dy,
194  P63/mmec Dy,
195 P23 T!
196 F23 T2
197 123 T3
198  P2;3 T
199 123 15
200 Pm3 !
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Chapitre 6

Espace réciproque, réseau
réciproque

Le réseau réciproque a été introduit en 1917 par Peter P. Ewald, pour simplifier I'inter-
prétation des expériences de diffraction des rayons X. Son utilité tient a ce que le réseau est
la transformée de Fourier du réseau direct.

6.1 Définition géométrique du réseau réciproque

On considere dans la suite une maille primitive, ce qui est toujours possible. Le réseau
réciproque peut étre défini par ses vecteurs de bases a*, b* et c* :
e Ces vecteurs sont définis par :

b b
R PLIAL R N P TAL S AL (6.1.1)
v v v

ou le produit mixte v = (a, b, ¢) est égal au volume de la maille !.
e Une autre définition de a*, b* et ¢*, parfois plus pratique est :

a*-a=2r b*-a=0 c-a=0
a*-b=0 b*-b=2r c¢*-b=0 (6.1.2)
a*-c=0 b*-c=0 c*-c=2m

Ces derniéres relations se déduisent facilement de la définition précédente des vecteurs
de base. Réciproquement, d’apres la deuxiéme définition, a* doit étre orthogonal & b et c
(car a*-b =0 et a*-¢c = 0). On peut donc poser a*=xb A ¢, et comme a*-a = 27 on trouve
x = 27 /v. Remarquons que a* est orthogonal & b et ¢, mais n’est forcément paralléle & a,
selon la symétrie de la maille (voir exemple fig. 6.4).

Le réseau réciproque est alors défini comme [’ensemble des points de coordonnées : ha* +
kb* + lc* (h,k,l entiers). Par abus de langage, on dira qu’un vecteur G est un vecteur
du réseau réciproque (ou appartient au réseau réciproque), s’il est équipollent & un vecteur
joignant origine d’un nceud du réseau réciproque.

1. Dans la convention cristallographique, le réseau réciproque est défini par ax = bgc, etc., ce qui permet

d’éviter le facteur 27 dans les calculs de parameétres de réseau. Bien sir, aucune conclusion générale ne
dépend de cette définition, mais certaines grandeurs sont ou non multipliées par 27.

71
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La deuxieme définition du réseau réciproque peut étre étendue & un espace de dimension
quelconque. & deux dimensions par exemple, on définit les vecteurs de base par

a*a=2r b*.a=0

a*b=0 b*b=2r (6.1.3)
Le volume de la maille réciproque est donné par le produit mixte (a*, b*, c*) :
2r(a* A (cANa)).c* 2 .ax) — *.c)).c*
v (a2 AR dn(elann) —alae)et o
v v
2 3
o 27
v

La dimension des vecteurs du réseau réciproque est 'inverse d’une longueur. On utilise
habituellement 1'unité angstréom—! (A=1), bien que seul le nanomatre™! soit conforme au
systeme international.

La premiere zone de Brillouin d’un cristal est la maille de Wigner-Seitz de son réseau
réciproque.

6.2 Définition par les ondes planes

Les vecteurs Q du réseau réciproque sont définis tels que pour tout vecteur du réseau
direct Ry - _
' QRuvw = ] (6.2.1)

Ainsi, Ashcroft et Mermin [3] définissent le réseau réciproque comme 'ensemble des
vecteurs d’onde q des ondes planes e'd" ayant la périodicité du réseau direct. Cette définition
reste valable quelle que soit la dimension de I’espace. Pratiquement, cette définition s’écrit :

Q appartient au réseau réciproque?< pour tout Ryyw, Q - Ryvw = 270 (0 entier)

Ces définitions sont équivalentes aux définitions géométriques du chapitre précédent.
Si Quri = ha* + kb* + Ic* avec (h,k,l) entiers, alors pour tout vecteur du réseau direct
Ruvw, Qnir-Rupw = 27 (hu + kv + lw) est bien un multiple de 27. Réciproquement, soit un
vecteur Q, tel que pour tout Ry , Q- Ryvw = 27n. En toute généralité Q peut s’écrire
Q = za*+yb*+2c*, z, y, et z devant satisfaire : zu+yv+2zw = n. On choisit uvw = 100,010
et 001 pour montrer que x, y et z sont nécessairement entiers.

6.3 Propriétés.

6.3.1 Symétrie du réseau réciproque

Le réseau réciproque a les mémes symétries que le réseau direct. Pour le montrer on
considére un opérateur de symétrie d’orientation O du réseau direct. Pour montrer que
O(Qnki) appartient au réseau réciproque, il faut prouver que V Ry, O(Qrit) - Ruvw = 1.

2. Nous noterons Gy un vecteur du réseau réciproque dans les conventions cristallographiques (Gp g -
Ruvw = n). Les deux vecteurs sont reliés par Qpix = 20Gp-
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FIGURE 6.1 — Exemple d’espace réciproque (gauche) et de familles de plans réticulaires.

Soit Ryuw, en utilisant le fait que O (donc O~1) est une isométrie et conserve le produit
scalaire, on écrit :

O(Qhkl)-Ruvw = Oil(O(Qhkl))-Oil(Ruvw) = Qhkl-Oil(Ruvw) = Qhkl-Ru/v/w/-

Comme Qpri-Ryrvw = 2mn, O(Qpi) appartient au réseau réciproque. Un réseau et son
réseau réciproque appartiennent au méme systéme de Bravais. Ainsi, le réseau réciproque
d’un réseau cubique est cubique, mais il n’a pas forcément le méme mode (voir 6.4).

6.3.2 Dualité des réseaux direct et réciproque

Quel est le réseau réciproque du réseau réciproque ? C’est I’ensemble des points R tels
que pour tous h, k,l, Qnr.-R = 27mn. On sait que tous les vecteurs du réseau direct vérifient
cette relation. Réciproquement, si un vecteur R = xa + yb + zc vérifie hx + ky + 1z = n,
pour tout triplet (h, k,l) z,y, et z sont forcément entiers. Cet ensemble de points constitue
donc le réseau direct. On peut aussi vérifier que

(") = 27r(b**/\ c’) _(b"A (a*/\ b)) 63.1)
v VU
(a(b.b*) — b(b*.a))

- 2 -2

6.3.3 Relation avec les familles de plans réticulaires

La propriété du réseau réciproque la plus remarquable est [3] :

a chaque famille de plans réticulaires du réseau direct distants de d, est associ€é une

rangée réciproque perpendiculaire a ces plans. Le plus petit vecteur de cette rangée a pour
module 27 /d.

et réciproquement :

a chaque vecteur Qpr; du réseau réciproque correspond une famille de plans réticulaires
perpendiculaires o Qpii. Ces plans sont distants de d, ot 2mw/d est le module du plus petit
vecteur réciproque colinéaire & Qp;.

i) Démonstration :

Soit une famille de plans réticulaires séparés de d, et n un vecteur unitaire normal a ce
plan. Considérons Q = 27n/d et R, un vecteur quelconque du réseau direct. On supposera



74 CHAPITRE 6. ESPACE RECIPROQUE, RESEAU RECIPROQUE

que Ry appartient au m-ieme plan de la famille. La projection de R, sur n est donc
Rypw-n = md ce qui implique

2mmd

~Ruvw =
Q d

= m (m entier) (6.3.2)
Q est donc un vecteur du réseau réciproque et son module est 27/d.

Soit Ry, appartenant au plan de la famille le plus proche de 'origine. Comme Q.R.;,,,, =
2m, un vecteur H de module strictement plus petit que Q serait tel que 0 < H.R ., < 27.
Il n’appartiendrait donc pas au réseau réciproque. Q est donc le plus court vecteur du ré-
seau réciproque orthogonal a la famille de plan. II définit une rangée du réseau réciproque,
orthogonale a la famille de plans.

ii) Réciproquement.
Soit Qpir un vecteur du réseau réciproque. Par définition du réseau réciproque tous les
noeuds du réseau direct R, vérifient

Qrii - Ryvw = 2mn (n entier), (6.3.3)

et appartiennent donc & une famille de plans orthogonaux a Qpx;. D’apres la démonstration
précédente, leur distance est donnée par le vecteur réciproque le plus court dans la direction

de Qp.

dgg=2T0Qy,, .

FIGURE 6.2 — Réseau réciproque et familles de plans correspondant aux vecteurs réciproques
Qo10 et Qp20. Seule la famille correspondant au vecteur Qg1g, le plus court dans la direction
réciproque b*, est une famille de plan réticulaires.

Une conséquence de ces théoremes est qu’'un vecteur quelconque du réseau réciproque
peut définir plus de plans que les plans réticulaires. En effet, si Qpg; n’est pas le plus court
vecteur de sa rangée, 'équation Qpx;-R = 27n (n entier) définit une famille de plans distants
de 27 /Qnki, qui ne contiennent pas forcément des noeuds du réseau (voir fig. 6.2). Il n’y a
donc pas de correspondance biunivoque entre les vecteurs du réseau réciproque et les familles
de plans réticulaires. Ce « défaut » apparent de ’espace réciproque se révele indispensable
pour comprendre la diffraction.

6.3.4 Indices de Miller

Les indices de Miller d’une famille de plan sont les indices du vecteur réciproque normal
au plan, de plus petit module.
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FIGURE 6.3 — Représentation de la famille de plans (3,2,4), dans une maille de symétrie
quelconque. Le plan le plus proche de lorigine coupe les axes a, b et c en 1/3,1/2 et 1/4.

Cette définition est équivalente a la définition géométrique donnée au paragraphe 4.3. Soit
une famille de plans réticulaires et Qpy; le vecteur réciproque de plus petit module normal
aux plans. Les points du plan de la famille le plus proche de I'origine vérifient Qpr;-R = 27,
soit hu + kv + lw = 1. Ce plan passe donc par les points (1/h,0,0), (0,1/k,0) et (0,0,1/1).
Dans le cas d’une maille primitive, les indices de Miller sont premiers entre eux. Les plans
d’une famille ont alors pour équation :

hu+kv+lw=mn (6.3.4)

Bien que cette équation ait la méme forme que I’équation d’un plan dans un repere or-
thonormé, il est important de noter que cette équation est valable dans n’importe quel
systéme.

6.3.5 Calcul de distances entre plans réticulaires

L’expression la plus générale de la distance interréticulaire s’obtient pour un réseau
triclinique. Si Qpr; = ha* + kb* + Ic* :

dppt = = = 21 (6.3.5)
Qhkt \/hza*2+k2b*2+l2c*2+2hka*b* cos v*+2klb*c* cos a*+2lha*c* cos 3*)

Dans les autres systemes, ’expression se simplifie.

2 2
Systeéme monoclinique : b* = 27/b, a* = ,7%, ct = 4, B*=7m—08,a=~vy=90°
asin g csin 8
sin 3

(6.3.6)

dhkl =
\/h2/a2 +12/c2 + k2 /b2sin” § — 2hi cos B/ac)
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4
Systeme hexagonal a = b, v = 120° donc a* = b* = —T, ¢t =2r/e, v* = 60°
V3a
it = a (6.3.7)
\/g(hQ + k2 + hk) + 2(a/c)?
Systeme rhomboedrique :
oy — a(1+ 2cos® a — 3cos? ) (6.3.8)
\/(h2 + k2 4+ 12)sin? o + 2(hk 4 kL 4 1) (cos? a — cos )
Systeme orthorhombique :
1
dhkr = (6.3.9)
Vh2/a? +k2/b2 + 12/ c2
Systeme quadratique :
a
dnyy = 6.3.10
MR k2 + (ajc)? (6.3.10)
Systeme cubique :
a (6.3.11)

= ————
SNy =y

6.4 Cas des mailles multiples

Considérons le cas d’une maille centrée (I). Les noeuds du réseau direct ont les positions :

Ryvw = ua-+vb+we (6.4.1)

Les vecteurs de base a*, b*, et c* seront définis a partir de a, b et ¢ de la méme fa-
gon que précédemment (équation 6.1.1), comme si la maille était primitive. La condition
Q- Ruvw = 27n implique donc que h, k,l sont entiers et h + k + 1 = 2n (n entier). La
réseau réciproque sera ’ensemble des noeuds de position ha* + kb* 4 [c* moins ceux que la
condition h + k + [ = 2n supprime. Le réseau réciproque est faces centrées F. Si on avait
déterminé le réseau réciproque a partir de la maille primitive on aurait obtenu le méme
résultat, mais les indices de Miller auraient été différents (voir fig. 6.4).
Pour un réseau F', les noeuds du réseau direct ont les positions

Ryvw = ua+vb+wc (6.4.2)
Ryvw = (u+.5)a+ (v+.5)b+wc
Ruvw = (u+.5)a+ovb+ (w+.5)c
Ruvw = ua+ (v+.5)b+ (w+.5)c

ce qui donne les quatre conditions :
h+k=2nh+1=2n,k+1=2n, soit h,k,l entiers de méme parité (6.4.3)

C’est un réseau I.
Quel que soit le systeme auquel appartient un réseau :
e Le réseau réciproque d’un réseau P est P.
e Le réseau réciproque d’un réseau I est F' (conditions d’existence h + k + 1 = 2n)
e Le réseau réciproque d’un réseau F' est I (conditions d’existence h, k,! méme parité)
e Le réseau réciproque d’'un réseau A, (B, C) est un réseau A, (B, C). (conditions
d’existence k, I ( h,l ou h, k) méme parité)
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° ° ° ° °
-@
B () [ ) [ )
A ° ° ° I—> °
A*

FIGURE 6.4 — Réseau rectangulaire centré (& gauche). (a, b) définissent une maille primitive
et (A, B) une maille multiple double. & droite le réseau réciproque et les mailles réciproques
obtenues a partir des deux mailles directes. La famille de plans indiquée en pointillé & gauche
a pour indice de Miller (1,1) ou (0,2) selon la maille choisie.

6.5 Définition de ’espace réciproque par la transformée
de Fourier.

On sait que toute fonction périodique est développable en série de Fourier. Les coefficients
du développement de Fourier donnent le poids relatif des fréquences de cette fonction. Pour
une simple sinusoide de période T, la série de Fourier ne contient que les fréquences +27 /7.
Si la fonction s’écarte de la sinusoide, son spectre de Fourier s’enrichit en harmoniques
+4n /T, £67/T etc. Cette notion peut se généraliser au cas des réseaux tri-dimensionnels :
le réseau réciproque est le spectre de Fourier du réseau direct.

6.5.1 Définition de la transformée de Fourier

Les transformées de Fourier directe (TF) et inverse (TF~!) d’une fonction (ou distribu-
tion) sont définies® par :

TF,(S(r)) = F(q):/S(r)e_iq'rdSr (6.5.1)
TF\(F(q) = S(r)= (2i)3/F<q)eiq-rd3q.

Dans la suite, on utilisera les formules utiles suivantes :

% S e = $ " 5(g - hT) (6.5.2)
u h

1 o oo
0z —a)= —/ 1T g = / ei2ms(@=a) g (6.5.3)
271- — 00 — 00
3. Avec les vecteurs réciproques définis par a.a* = 1, etc. les définitions seraient :
TF(S(r)) = F(s)= /S(r)eiQi”S'rdBr
TFY(F(s) = S() :/F(s)em“d%.

Pour distinguer si nécessaire ces définitions on notera T'Fs ou T'Fy.
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6.5.2 Calcul de la transformée de Fourier d’un réseau de points

La densité de noeuds du réseau direct S(r) sera définie par :

S(r) =5 — Ruww) (6.5.4)

uvw

La distribution § ainsi introduite est homogene & un inverse de volume. La transformée de
Fourier de la densité de noeuds est donnée par :

TF(S(r)) F(q) = /Z 5(r — Rypw)e "7 d%r (6.5.5)

uvw

- E:e—iqRuw’

uUvwW

appelée parfois facteur de structure géométrique du réseau. q est un vecteur quelconque du
réseau réciproque qui peut s’écrire gza* 4+ g,b* 4 g.c*. Donc

Z 6727L7rq1u Z e*?iwqu Z 672i7rqzw (656)
> 8(gz = h)d(ay — K)d(g= — 1),

F(a)

hkl
en utilisant (6.5.2). En introduisant des fonctions § qui ont une dimension 4, on trouve :
F(q) =v*>_ 6(q— Qur) (6.5.7)

hkl

a la constante v* pres, F'(q) est la densité de noeuds du réseau réciproque. On retrouve de
maniere claire la condition :

F(q) #0< q-Ryyw = 27n < q appartient au réseau réciproque. (6.5.8)

Le réseau réciproque est donc la transformée de Fourier du réseau direct. Cette définition
est généralisable & un ensemble quelconque de points (périodique ou non) de ’espace direct.
L’espace réciproque est la transformée de Fourier de I’espace direct.

6.5.3 Rappel de quelques propriétés de la transformée de Fourier

- Le réseau direct est la transformée de Fourier du réseau réciproque :

TF_l(thl 6((}1 - Qhkl)) =v Zuvw (S(I‘ - Ru’uw)-

On retrouve le fait que le réseau réciproque du réseau réciproque est le réseau direct : les
deux réseaux sont duaux.

4. Les fonctions §(ge — h) vérifient : [ 8(qz — h)6(gy — k)6(gz — 1)dgedgydg. = 1, et 6(q — Qpp) vérifie
J é6(a— Qnr)d®>q = 1. Comme d3q = (a*,b*, c*)dgzdgydq. = v*dgzdgydq.. On en déduit v*6(q — Quir) =
3(ge — h)d(ay — k)o(g= — 1)
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- La transformée de Fourier d’une fonction possede les mémes symétries que la fonction
elle-méme.
En effet, si O est un opérateur de symétrie du réseau direct :

F(O(q))

/S(r)e*io(q)""d?’r: /S(r)e*iq'o_l(r)d?’r (6.5.9)

/ S(O(r"))e "™ @By = / S(r')e~ar @B = F(q).

- Les transformées de Fourier des produits de convolution ont les propriétés importantes
suivantes. On rapelle que le produit de convolution de deux fonction f et g est donné par :

(f * 9)(x) = / F(wg(r — wdu

La transformée de Fourier d’un produit de convolution est égale au produit des transformée
de Fourier.

TF(f *g) TF(f).TF(g) (6.5.10)
TFq(fg) = (271—)73TFq(f) * TFq(g) °

- Les transformées de Fourier des coupes et des projections d’une fonction possedent des
propriétés que l'on utilisera au paragraphe 7.3.3. La transformée de Fourier de la projection
orthogonale d’une fonction est la coupe de la transformée de Fourier de la fonction selon la
normale a la direction de projection. Réciproquement, la transformée de Fourier d’une coupe
est la projection orthogonale de la transformée de Fourier normalement a la direction de la
coupe.

Soit P,(H(r)), la projection orthogonale parallelement & z d’une fonction H(r) = H(ry, z),
ou r_ est un vecteur du sous-espace orthogonal a la direction z. Cette projection est définie
par :

P.(H(r)) = /H(m,z)dz. (6.5.11)

La transformée de Fourier de P,(H(r)) est donnée par :

TF,(P,(H(r))(qL) = /(/H(rl,z)dz) e AL T L) (6.5.12)

/ / H(r)e*i(‘h T1+02) gpe
G(a)

lg. =0

ou G(q) est la transformée de Fourier de H(r). G(q)|s.=0 est bien la coupe de G(q) dans
I’espace orthogonal a z.

6.5.4 Transformée de Fourier des fonctions classiques

Transformée de Fourier de la gaussienne

On montre que la fonction gaussienne normalisée :

flz) = ﬁew/w, (6.5.13)

5. En utilisant le vecteur s, on a TFs(fg) = TFs(f) * TFs(g)
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a pour transformée de Fourier une gaussienne :

Fg)=e 77/, (6.5.14)

Transformée de Fourier de la lorentzienne

La fonction lorentzienne normalisée :

a 1
T x? 4+ a?’

flx) = a >0, (6.5.15)

a pour transformée de Fourier la fonction « toile de tente » :

F(q) = e, (6.5.16)

Transformée de Fourier d’une fonction créneau

La fonction créneau :

[ 1, |z|<a/2
flz) = { 0 |zl > a2 (6.5.17)
a pour transformée de Fourier la fonction :
i 2
F(g) =222 Zq/ : (6.5.18)

6.5.5 Application a des objets 1D ou 2D.

Rangée de points : La densité de point d’un réseau 1D, indexé par R, = ua s’écrit,
en notant r=r; +ry:

S(r) =Y d(r;, - Ru)d(ry) (6.5.19)

Donc

F(q) =) e "R =% "5(¢, — h) (6.5.20)
u h

Comme F'(q) ne dépend pas de g, et g., le réseau réciproque d’un réseau 1D est un ensemble
de plans paralleles, séparés de a* = 27 /a, orthogonaux & la rangée de points (Fig. 6.5).
Réseau 2D : La densité de point d’un réseau 2D, indexé par R, = ua + vb s’écrit :

S(r) = d(r); — Ruy)d(ry) (6.5.21)
Donc
F(q) =) e "R =3 "5(q, — h)d(qy — k) (6.5.22)
uv hk

F(q) n’a pas de dépendance en z, le réseau réciproque d’un réseau 2D est donc un réseau
de tiges s’appuyant sur le réseau réciproque du réseau direct 2D (Fig. 6.6).
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FIGURE 6.5 — Transformée de Fourier (& droite) d’une file de points (& gauche).

FIGURE 6.6 — Transformée de Fourier (& droite) d’un réseau 2D (& gauche).
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6.6 Relation avec la diffraction

On considere une famille de plan réticulaire. La relation de Bragg donne une condition
suffisante pour avoir une diffraction des rayons X. On calcule la différence de marche entre
deux faisceaux de rayons X incidents, de vecteur d’onde k;, se réfléchissant sur deux plans
consécutifs. Cette différence de marche est 2dsin 8. La condition d’interférence constructive
s’écrit :

2dsinf = nA (6.6.1)

FIGURE 6.7 — Construction de Bragg.

Le vecteur de diffusion q est défini par q = k; — k;. On voit sur la figure 6.7 que q est
orthogonal a la famille de plans réflecteurs et que son module est q = 2k sinf. On en déduit
que q = 2n7n/d, 0 étant la direction normale aux plans. C’est donc un vecteur du réseau
réciproque. Lorsque n = 1, q est le plus petit vecteur réciproque orthogonal a la famille de
plans : c’est une interférence du premier ordre. Si n > 1 on interprete la diffraction comme
une réflexion du énieme ordre sur la famille de plan, ou comme une réflexion du premier
ordre sur une famille de plans fictifs, distants de d/n, correspondant au vecteur réciproque
2nmn/d. On démontre ainsi que si le vecteur de diffusion appartient au réseau réciproque,
les rayons diffusés interferent constructivement. La réciproque se démontre plus facilement
a partir de la théorie cinématique de la diffraction (voir 13).

De maniere générale, une expérience de diffraction donne le carré de la transformée de
Fourier de la densité électronique (Rayons-X) ou de la densité de noyaux (neutrons).



Chapitre 7

Les cristaux apériodiques.

7.1 Cristaux composites

Un cristal composite est I'imbrication de deux réseaux de mailles différentes (a,b,c)
et (A, B, C), dont au moins deux parametres sont dans un répport incommensurables. Son
espace réciproque est donc la somme de deux réseaux réciproques. Par exemple deux réseaux
ayant les mémes parametres a et ¢ mais différents b auront un espace réciproque formé de
nceuds aux positions :

Qhrrr = ha” + kb* + k'B* 4 Ic* (7.1.1)

Il faudra donc 4 indices pour indexer le « réseau » réciproque.

Les exemples de structures composites sont rares. Nous avons déja cités le systeme
Hgs_sAsFg, dans lequel les chaines de mercure ont un parametre incommensurable avec
celui du réseau formé de molécules AsFg. Dans ce type de matériau, les deux périodes in-
commensurables correspondent & des sous-réseaux d’especes diférentes (le mercure et les
anions AsFg dans le cas ci-dessus). Cependant, ce type de structure composite peut exister
dans des structure d’éléments simples, comme les métaux alcalins (Rb, Cs).

Le Barium, a température et pression ambiantes, cristallise dans le mode cubique centré
(phase I). Au dela de 12.5 GPa (125.000 atmosphere), la structure devient hexagonale (phase
IT) avec un rapport ¢/a évoluant continiiment avec la pression jusqu'a atteindre 1.5 & 12.6
GPa (bien en-dessous de la valeur 1.633 correspondant & la strucutre idéale hexagonale
compacte). A cette pression, la structure change vers une phase IV, avant de redevenir
hexagonale (phase V). Ca n’est que récemment que la structure de la phase IV a pu étre
éclaircie [32]. Cette structure présente la caractéristique unique d’étre « composite » mais
composée d'un seul type d’atome. En effet, on peut la décrire comme formée d’une matrice
tétragonale I, consistant en des cylindres dans la direction ¢, (cy = 4.696 A), délimitant des
canaux remplis par des atomes formant une autre structure tétragonale C (ol monoclinique
selon la pression), dont le parametre selon ¢ (¢ = 3.41 A) est incommensurable avec cp.
Ce rapport cpr/cq varie avec la pression. Les atomes de la matrice ont neuf plus proches
voisins alors que les atomes des chaines en ont dix (& comparer aux huit et douze voisisns
des structures c.c. et h.c.). L’origine d’une telle structure n’est pas comprise. Elle a aussi
été observée dans des cristaux de rubidium sont une pression de ~17 GPa. Ces études ont
été réalisées grace au rayonnement synchrotron. Le réseau réciproque de cette structure est
indiqué schématiquement figure 7.2.

83
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FIGURE 7.1 — Représentation shématique de la phase IV du barium. La matrice indiquée
en orange, forme un réseau tétragonal I. Dans les canaux les chaines (en rouge) s’ordonnent
avec un parameétre ¢ incommensurable (D’apres ref. [32]).
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FIGURE 7.2 — Réseau réciproque de la structure du barium IV. Le réseau orange, tetragonal

centré I, correspond a la structure de la matrice. Le réseau rouge, tétragonal C, correspond
a la structure des chaines de barium (d’apres ref. [32]).
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7.2 Cristaux incommensurables

Dans une structure incommensurable, une propriété locale du cristal possede une pério-
dicité incommensurable avec celle du cristal. Lorsque cette nouvelle période correspond a des
déplacements atomiques, le cristal devient apériodique. Contrairement aux cas précédents,
on ne peut distinguer deux sous-réseaux imbriqués I'un dans I’autre.

7.2.1 Réseau réciproque

On considérera dans la suite une structure modulée incommensurable displacive, c’est-
a~dire une structure dans laquelle les noeuds de la maille u, v, w subissent un déplacement
moyen :

Wypw = Rupw + usin(k.Ryyw + ©) (7.2.1)

Dans une structure modulée incommensurable, la densité de noeuds sera donnée par :

S(r)=>6(r = (Ruyw + usin(k Rupw + ¢))) (7.2.2)

uvw

La transformée de Fourier F(q) s’exprime :

F(q) / S(r)e TPy (7.2.3)

/ Z 5(r — (Rypw + usin(k.Rypw + ¢)))e 4T dr

uvw

_ E e—iq.(Ruvw-&-usin(k.Ruvw-Q—go))
uvw

— E efiq.Ruw,efiq.usin(k.wathp)
uvw

En utilisant la formule de Jacobi-Anger :

e’iz sin 6 — Z J7n(2)€7im9, (724)

ou les fonctions Jp,(z) sont les fonctions de Bessel, on trouve

F(q) =) Jm(qu)e™? e a7m) Ruu, (7.2.5)

uvw

La deuxieme somme est non nulle si ¢ — mk appartient au réseau réciproque, donc si
q = Qnurr +mk = ha” + kb* + lc* + mk (7.2.6)

Dans ce cas également 4 indices (hklm) sont nécessaires pour indexer ’espace réciproque.
L’espace réciproque est constitué de noeuds du réseau réciproque et de noeuds « satellites »
situés a mk de chaque noeud. Les fonctions de Bessel sont des fonctions oscillantes, tendant
vers 0 & 'infini et se comportant au voisinage de z = 0 comme : Jo(z) ~ 1 — 22/2, et
Im(z) ~ (2/2)™/ml. Ceci explique que les nceuds satellites ont en général une intensité
plus faible que les nceuds entiers. Comme l'indique 'expression de Jy(z), si les déplacements
atomiques sont trés importants, certaines taches de Bragg peuvent disparaitre.



86 CHAPITRE 7. LES CRISTAUX APERIODIQUES.

m=
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FIGURE 7.3 — Réseau réciproque d’une chaine modulée incommensurable de vecteur d’onde

k.

7.2.2 Exemples

Dans le quartz, dans lequel les molécules de silice (SiO2) forment une hélice (groupe
d’espace P3;), il existe une phase incommensurable stable sur un domaine de 1.4 K & 846 K.

Des composés de la famille des cuprates supraconducteurs présentent une ou plusieurs
modulation incommensurables de forte amplitude. La figure 7.4 montre un cliché de pré-
cession du plan (0kl) du composé Big 2571 sCuOa_s, appartenant au systéme orthorhom-
bique Le vecteur d’onde de la modulation est doublement incommensurable et vaut k =
0.204b* + 0.406c*. Cette modulation est de tres forte amplitude (u ~ 0.5 A), comme le
prouve la disparition des taches de Bragg principales aux grands angles (premier 0 de la
fonction Jy(z)). On remarque aussi la présence d’harmoniques de diffraction d’ordre élevé
(m =92.3.4).

FIGURE 7.4 — Cliché de precession (plan 0kl) du composé Big 2571 sCuO2—s. La direction
de la modulation est indiquée par la fleche, le vecteur d’onde vaut k = 0, 204b* + 0, 406c*.
(D’apres G. Pan, These Orsay 1992).
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7.2.3 Manifestations macroscopiques structurales : ’exemple de la
calavérite

La calavérite Auy_,Ag,Tes est un minerai d’or tres recherché car l'or ne s’allie que
difficilement. La calavérite était connue des le siecle dernier comme violant la loi d’Haiiy
(voir § 4.3). En 1931, Goldsmidt et al. montraient que seule 10 types de faces sur les 92
étudiées pouvaient étre indexées par trois entier (h,k,l). Apres avoir écarté l'existence de
macles, les auteurs concluaient que la loi d’Haiiy n’était pas une loi générale, alors que cette
loi est au fondement de la cristallographie...

La calavérite appartient au systéme monoclinique C2/m, de parametres : ¢ = 7.19 z&,
b=4.41 10%, c= 5.071&, B =90.04°. En 1985, B. Dam et al. ont montré que les faces peuvent
étre indexées par quatre indices correspondant aux indices des satellites incommensurables
observés dans le diagramme de diffraction, c’est-a-dire que toutes les faces sont orthogonales
aw

g=-0,4095 a* + 0,4492 c*

nio

2014 |

FIGURE 7.5 — a gauche cristal de calavérite. Ce cristal est composé de deux macles, représen-
tées en blanc et gris. A droite, Iespace réciproque d’un cristal de calavérite. Seuls certains
nceuds satellites sont représentés pour simplifier le schéma.

Comme dans les cristaux normaux, les faces les plus grandes correspondent aux noeuds
réciproques de faibles indices. Néanmoins, contrairement aux cristaux, pour lesquels cette
loi correspond au fait que les plus grandes faces sont les plus denses, on ne connait pas la
raison physique pour laquelle les faces « incommensurables » sont privilégiées.

7.3 Quasi-cristaux

Il y a plusieurs approches pour présenter les quasi-cristaux et il n’y a pas de définition
simple qui s’impose. On pourrait dire qu'un quasi-cristal est un « cristal apériodique possé-
dant une symétrie cristallographique interdite », mais il existe des quasicristaux ayant des
symétries autorisées. Aussi, introduire les quasi-cristaux par ’espace réciproque permet de
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donner une vision plus synthétique des cristaux apériodiques. C’est aussi 'approche expé-
rimentale car on étudie principalement la structure des cristaux par diffraction, c’est-a-dire
par leur espace réciproque.

L’ordre quasi-cristallin a été découvert en 1984 par Schechtman, Blech, Cahn, Gratias
dans 'alliage trempé AlggMmni4. Le résultat principal de cette étude était I'existence d’un
axe de symétrie 5 dans la figure de diffraction (électronique) et de taches de diffraction
fines impliquant un ordre a grande distance. Si la figure de diffraction a une symétrie
cing, cette symétrie doit se retrouver d’une certaine facon dans l’espace direct. Une des
difficultés des études des quasi-cristaux a la base de nombreuse controverses fut de les dis-
tinguer de micro-cristaux maclés. En effet, certains clichés de diffraction peuvent présenter
des symétries interdites (voir fig. 7.6), alors que le cristal étudié n’est qu’un assemblage de
micro-cristaux orientés de maniére & retrouver la symétrie interdite '. L’observation par dif-
fraction de symétrie d’ordre 5 sur des distances de quelques nanometres ainsi que ’existence
de transitions de phase quasi-cristal/micro-cristal établit clairement Pexistence de ce nouvel
ordre de la matiere condensée.

FI1GURE 7.6 — Cliché de diffraction X d’un microcristal décagonal Aly g3Cug.175C00.17510.02
(d’apres ref. [34]). La symétrie d’ordre dix est clairement visible. A droite, pavage apériodique
de Penrose, constitué des deux tuiles représentées au-dessus.

La présence d'un axe de symétrie d’ordre cinq dans l’espace réciproque prouve que celui-
ci n’est plus un réseau. Comment alors indexer ’espace réciproque ? Et plus généralement
comment décrire la structure d’un tel objet ? Deux approches sont possibles.

7.3.1 Description dans ’espace direct

Un cristal ordonné a grande distance possédant une symétrie d’ordre 5 ou supérieur a 7
peut étre modélisé par un pavage de Penrose (1974). Ces pavages sont constitués de plusieurs
tuiles, disposées selon des régles précises (voir fig. 7.6). Ces tuiles, analogues aux mailles des
réseaux périodiques, peuvent étre décorées par un ensemble d’atome. Cette approche des

1. Un assemblage de cristaux ayant en commun un plan réticulaire, mais n’ayant pas la méme orientation
est appelé macle. Dans le cas présent, il s’agirait plutét de micromacle.
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quasi-cristaux donne de bon résultats quand on compare ce modele aux images obtenues par
microscopie électronique haute résolution ou par microscopie tunnel (voir fig. 7.7).

FIGURE 7.7 — Image par microscopie tunnel d’une surface de quasi-cristal. Un pavage de
Penrose est superposé a I'image, montrant les décorations des deux tuiles.

7.3.2 Description dans ’espace réciproque

La figure 7.8 indique comment indexer la figure de diffraction d’'un pavage de Penrose
par 4 vecteurs arithmétiquement indépendants i.e. tels que :

Znia;‘ = 0 avec n; entier & n; =0 (7.3.1)

(2

On trouve ainsi un ensemble dense de pics indexés par les indices {n;}. De la méme
maniere, on constate expérimentalement que les figures de diffraction des quasi-cristaux
réels peuvent s’indexer par un ensemble fini de vecteurs arithmetiquement indépendants.
Par exemple, les quasi-cristaux (Al-Li-Cu) de symétrie icosaédrique s’indexent grace a six
vecteurs a; joignant le centre d’un icosaédre & six de ces sommets (voir fig. 7.8).

De maniere générale, on peut indexer le diagramme de diffraction d’un quasi-cristal en
définissant n (n fini) vecteurs a arithmétiquement indépendants. La position des noeuds est
alors indexable par Y 7" | n;af, les indices étant les entiers {n;}. Ceci définit un Z-module
de rang fini. Par exemple, en choisissant les deux nombres let ¢, ¢ irrationnel, I’ensemble
des nombre du type n + mgq, forme un Z module de rang 2 ( comme ¢ est irrationnel,
Pexpression n + mgq ne peut-étre nulle que si n = m = 0).

Plus simplement les indices de Miller d’un cristal classique vérifient également ces condi-
tions. Et d’apres ce qui précede, les espaces réciproques des cristaux apériodiques composites
et incommensurables peuvent s’indexer de la méme maniére. On pourra donc considerent
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-

FIGURE 7.8 — a) Les six vecteurs arithmétiquement indépendants utilisés pour indexer les
quasi-cristaux de symétrie icosaédrique. b) Schéma d’indexation de ’espace réciproque d’'un
pavage de Penrose. Les fleches en trait plein indiquent les cing vecteurs de base de I'indexa-
tion.

que les tous les cristaux connus (périodiques ou apériodiques) sont des « objets » dont la
transformée de Fourier est de la forme :

n
Fla)= 3 e{nihsta—Y mal) (7.3.2)
{ni} i=1
ou les coefficients ¢({n;}) sont a priori complexes. Ainsi pour le cristal modulé incommen-
surable du paragraphe 7.2, ces coefficients valent J,,, (27s.u)e™ "%, Dans le cas d’un réseau
périodique, {n;} = {h,k,l} et les coeflicients ¢({n;}) sont égaux a 1. La transformée de
Fourier inverse permet de remonter a la structure de ces cristaux dans ’espace direct. On
trouve :

Sy =Y c({n;})el(Eim miair) (7.3.3)

{ni}

Pour simplifier I’exposé, on se placera désormais & une dimension.

S(z) = 3 e(fni})el(Zimimioe) (7.3.4)

{ni}

On définit la distribution
Hy1,y2,--Yn) = Z c({ni})ei(ZLl niv:) (7.3.5)
{ni}

dans un espace & n dimensions. H est périodique dans ce superespace car H(y1+1,ya, ...yn) =
H(y1,y2,..-yn). On vérifie de plus que :

H(oqz, azz,...anz) = S(x) (7.3.6)
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S(z) est donc obtenue en coupant par une « hyper-droite » définie par les équations {y; =
a;z};, une fonction n-uplement périodique d’un super-espace de dimension n. Dans le cas
général la pente de cette « hyper-droite » est irrationnelle. Si la fonction S(z) dépendait de
deux variables, on couperait le super-espace par un « hyper-plan ». L’intérét de ce formalisme
est de retrouver la symétrie de translation et donc une classification possible, similaire a celle
des réseaux de Bravais. Cela donne une vision synthétique des cristaux apériodiques.

Les cristaux apériodiques sont donc des coupes dans un super-espace d’objets possédant
une symétrie de translation, c’est-a-dire de cristaux périodiques. Un cristal périodique étant
I’association d’un réseau et d’un motif quelle que soit la dimension de I’espace, nous cherche-
rons les motifs adéquats pour obtenir les cristaux apériodiques que nous avons rencontrés.
Ces motifs sont appelés « surfaces atomiques. »

Considérons des exemples de cristaux unidimensionnels obtenus par la coupe d’un « super-
espace » & deux dimensions par une droite (voir figure 7.9). La pente tan a de la droite doit
étre irrationnelle, sinon son intersection avec le super-espace sera périodique. Si on décore le
super-réseau par des droites passant par les noeuds, la coupe du super-espace par la droite de
pente tan o donne une série de points régulierement espacés. Le cristal composite est obtenu
en prenant deux droites de pentes différentes passant par les points du réseau. Un cristal
modulé incommensurable s’obtient en plagant une sinusoide aux nceuds du super réseau.

Un quasi-cristal peut se définir comme la coupe d’un super-espace dont les surfaces
atomiques sont discontinues.

Les plus simples de ces surfaces atomiques sont des tirets de pente irrationnelle (per-
pendiculaire & la droite en général). Comme on peut le constater sur la figure 7.9, si les
tirets ne se chevauchent pas, le quasi-cristal obtenu est constitué par un ensemble de deux
tuiles, comme dans les pavages de Penrose. On peut d’ailleurs démontrer explicitement que
les pavages de Penrose s’obtiennent par coupe plane d’un espace & quatre dimension.

Cette définition des quasi-cristaux permet de comprendre I'existence de cristaux approxi-
mants, qui sont des cristaux périodiques obtenus en coupant le super espace par une droite
de pente rationnelle, voisine de la pente irrationnelle du quasi-cristal considéré. La structure
des approximants est tres voisine de celle d'un quasi-cristal sur une certaine longueur puis
s’en écarte.

7.3.3 Méthode de la bande

Une représentation des quasi-cristaux équivalente a la précédente, mais plus utilisée, est
la méthode de la bande ou « coupe et projection » (en bas & droite, figure 7.9). Une bande
de pente irrationnelle sélectionne certains nceuds du super-réseau. Ces nceuds sont projetés
orthogonalement sur la base de la bande et forme le quasi-cristal. Cette représentation permet
de calculer explicitement la transformée de Fourier d’un quasi-cristal.

La densité de nceuds H(r) a intérieur de la bande s’écrit :

H(r) =) 4(r—Ry,)o(r) (7.3.7)

ou o(r) est la fonction de forme de la bande : o(r) = 1 si r est dans la bande 0 sinon. H(r)
peut aussi s’écrire :

H(z,y) = d(x—RL,)6(y — RY,)o(y) (7.3.8)
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La projection des points de la bande est :

P(H(r))

S 6 - R, / 5y — RY,)o(y)dy (7.3.9)
= Z 5(1' - Riv)U(sz)7

qui est bien la densité de noeuds sur la droite. La transformée de Fourier de P(H(r)) est la
coupe de la transformée de Fourier de H(r) en s, = 0 (voir 6.5.3).

TF(P(H(r))) = TF()_ (r—Ruy)o(r)) (7.3.10)
wo qy=0
= > d(a—Qur)*X(q)
hk qy=0
En choisissant la bande centrée autour de 'origine, de largeur 2d, on trouve :
sin(g,d
X(q) =0(¢. = 0)7((1” ). (7.3.11)

FIGURE 7.10 — Représentation schématique de l'espace réciproque d’un quasi-cristal 1D. a
chaque neeud du réseau est associé une droite dont la variation d’intensité est symbolisée
par une courbe en sinc.

La transformée de Fourier de H(r) est donc un réseau de fonctions %(q), coupé par la
droite de pente tan a passant par l'origine (voir fig. 7.10). C’est un ensemble dense de pics
dont les positions sont données par h cos a+k sin «v car tan « est irrationnel (si les parametres
du réseau réciproque sont pris égaux a 'unité). C’est un Z-module de rang 2.
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7.3.4 Propriétés

Cette présentation des cristaux apériodiques permet de comprendre théoriquement les
excitations élémentaires appelées phasons. On les obtient en glissant le super-espace dans la
direction perpendiculaire a la coupe. Pour le cristal, ceci revient a translater les noeuds du
réseau sans dépenser d’énergie (mode acoustique de centre de zone). Pour le cristal compo-
site, les deux sous-réseaux glissent I’'un par rapport a l'autre. Cette translation cotute peu
d’énergie car les deux réseaux n’ont pas de positions relatives privilégiées. Ce mode d’exci-
tation peut s’observer par diffusion de neutrons. Dans un cristal modulé incommensurable,
le déplacement du superespace fait glisser la modulation par rapport au réseau. Ce mode
de phasons est également mesurable par diffusion inélastique de neutrons. Dans ce cas, on
a observé que les impuretés du cristal peuvent bloquer le déplacement de la modulation et
Paccrocher & une valeur particuliere (accrochage des ondes de densité de charge dans les
cristaux de basse dimension). Enfin, pour les quasi-cristaux, ’équivalent de ces modes de
phasons sont des sauts atomiques (sauts de phasons), plus difficiles & mettre en évidence
expérimentalement. Dans tous les cas, ce sont des modes de basse énergie, appelés parfois
modes de Goldstone.

Il y actuellement plusieurs méthodes pour étudier la structure des quasi-cristaux :

- En décorant des pavages de Penrose par des agrégats (icosaédriques).

- En utilisant les méthodes de cristallographie classique sur des cristaux approximants.

- En affinant directement la densité électronique dans le super-espace.

Les approches sont différentes sur le plan pratique, mais sont fondamentalement reliées
par le formalisme du super-espace. Toutes ces méthodes sont utilisées en pratique et donnent
des résultats similaires.

Le probleme de la stabilité des quasi-cristaux s’est posé des leur découverte car ils
n’étaient obtenus que par trempe rapide d’alliages métalliques. Ces quasi-cristaux sont mé-
tastables. Cependant, on sait maintenant faire croitre des quasi-cristaux et on observe des
transitions de phase quasi-cristal/cristal.

7.3.5 Définition du cristal

La découverte des cristaux incommensurables puis celle des quasi-cristaux a amené la
communauté scientifique a redéfinir la notion de cristal. L’Union Internationale de Cristal-
lographie (IUCr) a ainsi proposé la définition suivante en 1991 :

"By ’Crystal’, we mean any solid having an essentially discrete diffraction diagram, and
by ’Aperiodic crystal’ we mean any crystal in which three-dimensional lattice periodicity
can be considered to be absent.”

Ce qui peut se traduire en frangais par :

« Par cristal, on désigne un solide dont le diagramme de diffraction est essen-
tiellement discret et par cristal apériodique, un cristal dans lequel la périodicité
tridimensionnelle peut étre considérée absente ».

Cette définition demande quelques explications. Tout d’abord elle renvoie a celle de solide,
dont on rappellera la définition de J.P. Mathieu, A. Kastler et P.Fleury [35] : « Etat de la
matiere dans lequel les molécules sont fortement liées les unes aux autres, et caractérisé a
I’échelle macroscopique par un volume et une forme déterminés, constants en ’absence de
toute force extérieure ».
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Le cristal est ensuite défini non pas dans notre espace, mais dans l’espace de Fourier,
par 'intermédiaire du diagramme de diffraction. Le mot essentiellement indique que pour
les cristaux réels, le spectre de Fourier est toujours composé de pics de diffraction et d’une
diffusion supplémentaire, appelée diffusion diffuse, qui est due au désordre dans la structure.
Il en sera question au chapitre 14.

Enfin, la proposition « la périodicité 3D peut-étre considérée absente », fait référence
aux difficultés expérimentales pour mesurer un nombre irrationnel ou, comme 1’a montré
I'histoire de la découverte des quasi-cristaux, aux difficultés & montrer qu’'une symmétrie
interdite par la translation existait a 1’échelle macroscopique.

Cette définition est correcte pour le physicien, qui connait la diffraction et ses subtilités,
mais elle a été critiquée car elle n’est pas accessible a tous. De plus, elle ne permet pas de
construire directement un cristal, méme en pensée. En 2002, d’autres définitions du cristal ont
été proposées comme : Un solide ayant une structure atomique ordonnée a grande distance
(qui requiert une connaissance de la fonction de corrélation de paire), ou Un solide ayant
une structure atomique pouvant étre obtenue par la coupe d’une structure périodique d’un
espace a n dimensions... Cette derniere définition, plus opérationnelle, demande cependant
des connaissances assez avancées en géométrie.

On peut alors revenir a une définition du méme type que celle de I'ordre géométrique
que nous avions proposé au début de ce cours : un cristal est une structure dont la donnée
des positions de quelques atomes permet de calculer celle de tous les atomes.

Il existe une autre maniere de décrire toutes les formes de cristaux par la notion plus
intuitive bien que formellement difficile de presque périodicité.

7.4 Presque-périodicité

Les cristaux apériodiques sont des cas particulier de systéemes « presque-périodiques ».
Il existe une définition mathématique de la presque-périodicité reliée au grand théoreme de
Bohr (1924).
Soit une fonction continue S(r). Le vecteur non nul t est appelé e-pseudo-période de S
si:
Ve 3t sup|S(r+1t) — S(r)| <e. (7.4.1)
r

S est dite presque périodique si 'ensemble des e-pseudo-périodes est bien réparti ou relati-
vement dense, i.e. si :
JR vt 3t" |t —t'| < R. (7.4.2)

Plus simplement, la premiere condition exprime le fait qu’il existe une translation t qui
amene la fonction en coincidence avec elle-méme a ¢ pres. La deuxiéme condition exprime
que 'ensemble des e-pseudo-périodes contient une infinité de points, au plus séparés de R.

Le grand théoréme de Bohr dit alors (pour une fonction & une variable) :

S(x) est presque-périodique < S(z) est limite uniforme de la série Y., c;e ™",

ot les {)\;} forment un ensemble dénombrable de réels. Si S(x) s’écrit sous la forme
ci-dessus, sa transformée de Fourier s’écrira :

/S(m)eii‘”dm = Z ci / e iz gy (7.4.3)
Z} ci/e_i(’\’i_Q)”dm = Z cid(qg — A;).

F(q)
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Ainsi, le spectre d’une fonction presque-périodique est formé d’un ensemble dénombrable de
points de coordonnées quelconques {);}. Un Z-module de rang fini est un cas particulier
d’un tel ensemble, ce qui prouve que les cristaux apériodiques sont presque-périodiques.

Ceci se voit clairement pour les incommensurables et les composites. Considérons par
exemple une modulation incommensurable unidimensionnelle du type :

Uy, = na + ug sin(kna) (7.4.4)

Comme tout nombre irrationnel peut s’approcher par une suite de rationnels, on peut ap-
proximer le vecteur de modulation k par :

p
k==a". 7.4.5
. (7.4.5)

Une translation de ga du cristal modulé donnera un déplacement :

ug sin(kna + kqa) (7.4.6)
ug sin(kna + 2mp)

ug sin(k(n + ¢)a)

1R

R

ug sin kna.

I’approximation est d’autant meilleure que g est grand.

Les cristaux incommensurables peuvent étre décrits par des fonctions continues, mais
pour les quasi-cristaux il faut considérer des fonctions discretes. On peut alors étendre la
définition ci-dessus en définissant une pseudo-période t a € pres, telle que le nombre relatif
de points, ol un quasi-cristal et le méme quasi-cristal translaté de t ne coincident pas, est
inférieur & un nombre & quelconque (voir [15]).

Le théoreme de Bohr montre qu’il n’est pas nécessaire qu’un cristal soit périodique pour
que son spectre de Fourier soit composé de points; la presque-périodicité est suffisante.



Chapitre 8

Principe de Curie et matiere
condensée.

8.1 Le principe de Curie.

Une discussion trés complete de ce principe se trouve dans [16].

Le principe de Curie a été énoncé par Pierre Curie et son frere Jacques en 1894, lorsqu’ils
étudiaient la piézoélectricité (apparition d’une polarisation électrique sous contrainte). Ce
principe permet d’obtenir des résultats qualitatifs sur la physique d’un systeme. Ces résul-
tats permettent de simplifier la mise en équation d’'un phénomene ou la conception d’une
expérience.

On considere un systéme physique (atome, molécule, cristal ou expérience) et son envi-
ronnement (champ dans lequel il est placé, électrique, magnétique, gravitationnel, ou force
appliquée) formant ce qu'on appelle la cause. Une propriété physique particuliere de ce
systeme sera appelée 1effet. Le principe de Curie dit que! :

« Les symétries des causes sont inclues dans celles des effets »
ou
« L’effet est plus symétrique que la cause ».

En termes plus mathématiques, si G est le groupe de symétrie de l'effet et K celui de la
cause.

K est un sous-groupe de G (K C G).

Ce principe faisait suite au principe de Neumann (1833) selon lequel toutes les propriétés
macroscopiques d’un cristal ont la méme symétrie ponctuelle que ce cristal. Minnigerode en
1884 comprit que le groupe du cristal est en fait un sous-groupe des propriétés physiques.
Curie généralisa ces notions a la physique. Considérons quelques exemples simples :

- Moment dipolaire d’une molécule d’eau (fig. 8.1 a)). Le groupe ponctuel d’une molécule
d’eau (la cause) est K = 2mm et celui d’'un moment dipolaire (I'effet) G = com. L’axe de

1. La formulation exacte de Curie (1884) était : « Lorsque certaines causes produisent certains effets, les
éléments de symétrie des causes doivent se retouver dans les effets produits. » Curie ajoutait : « Lorsque
certains effets révélent une certaine dissymétrie, cette dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui leur
ont donné naissance. »

97
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symétrie du moment dipolaire créé par la molécule est parallele a ’axe d’ordre deux de la
molécule. On a bien dans ce cas la stricte inclusion : 2mm C com.

- Un objet tombant dans de ’eau possede une symétrie K = com. Les ondes circulaires
crées par 'impact de 'objet ont aussi la symétrie G = ocom. Dans ce cas les deux groupes
de symétrie de la cause et de l'effet sont égaux.

- Symétrie d’une figure de diffraction. Considérons un cristal tétragonal de symétrie 4/m
aligné selon son axe d’ordre 4 dans un faisceau de rayons X polychromatique (fig. 8.1 b)).
La cause est I’ensemble formé par le cristal et le faisceau de rayons X. Le groupe de symétrie
de cet ensemble est l'intersection des groupes ponctuels du cristal (4/m) et du faisceau
(com) dans leur orientation particuliere, soit K = 4/m N oom = 4. L'effet est ’ensemble
des rayons diffusés par le cristal dont le groupe est également 4. On a encore 1’égalité de
G et K. Cependant comme nous le verrons au chapitre 13, la diffraction rajoute un centre
de symétrie. Mais cet effet ne peut pas se voir dans la géométrie de ’expérience indiquée
ci-dessus.

FIGURE 8.1 — a) Symétries d’une molécule d’eau et moment dipolaire associé. b) Représen-
tation schématique d’une expérience de diffraction sur un objet de symmétrie 4/m. La figure
de diffraction a une symétrie 4.

Il existe d’autres formulations du principe de Curie, « les effets produits peuvent étre
plus symétriques que les causes », ou « il n’y a pas de génération spontanée de dissymétrie »,
due a Y Bouligand. Pierre Curie disait aussi « la dissymétrie crée le phénomene » . Cette
phrase apparemment énigmatique se comprend a partir de quelques exemples. Un systeme
ne possede de moment dipolaire que s’il n’est pas centrosymétrique. Un fil droit possede
une symétrie miroir (orthogonal au fil), un courant brise cette symétrie. Plus un systéme est
symétrique plus il impose de contraintes au phénomene. Si un phénomene est dissymétrique,
alors sa dissymétrie existe dans la cause qui lui a donné naissance.

Le principe de Curie, dans sa forme la plus simple, est utilisé sans toujours étre explicite-
ment nommé. Dans les problemes d’électrostatique, de magnétisme, la symétrie est utilisée
pour simplifier des calculs qui seraient fastidieux sans son recours. Les calculs élémentaires
d’électromagnétisme utilisant les théoremes de Gauss ou d’Ampere utilisent toujours impli-
citement la symétrie du systeme.

Le principe de Curie nous est intuitif pour beaucoup de situations de la vie quotidienne
comme le montre ’exemple de la pierre lancée verticalement dans ’eau. Observer des ronds
dans I’eau qui ne soient pas... circulaires nous oblige & imaginer une cause a ’origine de cette
dissymétrie, comme des courants, du vent, une chute elle-méme asymétrique, etc.
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8.1.1 Le principe de Curie généralisé

Il y a cependant un grand nombre de cas dans lesquels le principe de Curie semble
violé [16,17,33]. On parle alors de brisure de symétrie. Dans le monde biologique ces brisures
de symétrie sont nombreuses. L’exemple le plus simple est celui des étres humains, dont la
grande majorité possede le cceur a gauche (certains hommes ont le cceur a droite! ). Un
exemple amusant est celui des poissons plats comme les flétans qui ont les deux yeux situés
du méme c6té du corps. Cette disymétrie apparait pendant leur développement et constitue
donc une brisure de la symétrie droite/gauche.

Dans le monde de la physique, les brisures de symétrie sont également nombreuses :

- Le flambage. Lorsqu’on applique une pression sur une poutre élastique cylindrique
verticale, celle-ci s’incurve subitement dans un certain plan lorsque la pression excede une
valeur critique. La symétrie de la cause, constituée de la force et de la poutre est co/mm,
est brisée.

- Deux ballons communiquant par un tuyau se gonflent de la méme maniere jusqu’a ce
que la quantité de gaz dépasse une valeur critique. Les deux ballons ont alors des volumes
inégaux.

L’hydrodynamique recele beaucoup d’exemples de brisures de symétrie :

- Un ferrofluide est un liquide magnétique constitué d’une suspension de particules ma-
gnétiques. Quand on applique un champ magnétique supérieur a une valeur critique, la
surface se hérisse de pics formant un réseau hexagonal.

- Lorsque 'on fait vibrer un tambour, sur lequel du sable est posé, on voit se former des
figures de symétrie inférieure a la symétrie du tambour co/mm (par exemple des figures en
forme de croix). Ce sont les figures de Chladni.

Les transitions de phases sont ’exemple le plus frappant de brisure spontanée de symétrie.
L’eau possede la symétrie de la sphere et la glace la symétrie discontinue d’un cristal. La
cristallisation est donc une brisure de symétrie.

Dans la majorité des exemples cités précédemment, le principe de Curie, qui semble pris
en défaut, peut s’appliquer a condition de le généraliser. Ces exemples ont tous en communs
le fait d’avoir plusieurs effets (ou solutions). Ainsi pour ce type de problémes physiques,
Peffet doit étre compris comme ’ensemble de toutes les solutions possibles. Le principe de
Curie généralisé s’exprime alors :

Si on a une cause de symétrie K,

e soit il n’y a qu'un effet et sa symétrie est au moins celle de K
e soit il y a plus d’un effet : il y a brisure de symétrie. Tous les effets forment alors
un ensemble (ou orbite) de symétrie K.

Lorsqu’on ne considére qu’un effet on brise la symétrie. Le principe de Curie est restauré
en considérant toutes les solutions du probleme. Dans I’exemple du flambage, ’ensemble de
toutes les positions de la poutre courbée aura la symétrie oo/mm de la cause. La cristal-
lisation ne brise plus la symétrie initiale si on considere tous les domaines cristallisé dans
toutes les orientations possibles. Ceci sera discuté au chapitre suivant. En physique de la ma-
tiere condensée, le concept de symétrie est relié a celui d’ordre. La diminution des symétries
correspond a une croissance de l'ordre.

Ainsi, ’eau ou un matériau amorphe sont tres désordonnés. Ils ont les symétries du groupe
ponctuel de la sphere 222=. Un cristal est plus ordonné, mais aussi moins symétrique. Ce
concept est fondamental mais aussi contre-intuitif. En effet, le langage commun associe plu-
tot 'idée de symétrie a celles d’harmonie et d’ordre. Nous disons des temples grecs ou d’une
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mosaique qu’ils sont symétriques, mais au sens mathématique, ces objets sont peu symé-
triques. Nous remarquons les symétries lorsqu’elles sont peu nombreuses. Ainsi le chaos est
trés symétrique et un temple grec I'est peu (il n’a en général que la symétrie droite/gauche).

Le principe de Curie, dans sa premiere formulation, signifiait que l'effet est autant ou plus
« désordonné » que la cause, ce qui est manifestement faux. La généralisation du principe
était donc nécessaire. Malgré cette généralisation, certains phénomenes restent difficilement
compréhensibles. Ainsi, les molécules de la vie sont toutes chirales, chez toutes les especes
et partout sur le globe : les acides aminés sont gauches et 'ADN est une hélice droite
(fig. 13.14). Cette dissymétrie fondamentale ne se retrouve que chez les étres vivants et pas
dans le monde inerte. Des syntheses chimiques prochirales (favorisant une espece de chiralité
donnée) ont été réalisées dans un fluide tournant ou sous lumiere polarisée. Mais le probleme
de I'asymétrie de la vie n’est toujours pas résolu.

Nous sommes tellement attachés au principe de symétrie que nous considérons les dissy-
métries observées dans la nature comme des anomalies. C’est par exemple le cas de I’asymé-
trie du vivant, de ’asymétrie matiere-antimatiere dans I’univers connu ou du probleme de la
symétrie des lois physiques (invariance CPT/conjuguaison de charge, parité, rensversement
du temps).

8.2 Symétrie de quelques grandeurs physiques.

e Les grandeurs électriques, F/, D, P, sont des vecteurs polaires ayant la symétrie du
cone com.
e Les grandeurs magnétiques, H, B, M, sont des vecteurs axiaux, ayant la symétrie du

. 00
cylindre tournant —.
m
e Grandeurs mécaniques : une force a la symétrie du cone com. Une compression symé-
. o . S 9] .o sy s
trique la symétrie du cylindre —m. Un cisaillement la symétrie mmm.
m

¢ <+
A8
4 —

Compression  co/mm Cisaillement mmm
symétrique

Force

8.3 Application a la ferroélectricité.

Quels sont les arrangements cristallins compatibles avec une polarisation P 7 P, Deffet,
a la symétrie ponctuelle du cone G = com. Les classes de symétries K telles que K C com
sont au nombre de 10 :

1, 2, 3, 4,6, 2mm, 3m, 4mm, 6mm, m

En étendant la notion aux quasi-cristaux, la ferroélectricité est aussi compatible avec les
groupes, bm, 5, 8, 8mm, etc. Aucun de ces groupes n’est centrosymétrique. On obtient de
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plus un renseignement sur la direction de la polarisation qui doit étre le long de 'axe de
rotation de la classe de symétrie.

Ainsi, le groupe d’espace de la phase o du quartz est P3;2 et son groupe ponctuel est
32. On peut comprendre simplement sur la figure ci-dessous que dans ce groupe, si une
polarisation existait, elle serait nulle.

S R
?‘ ST

3

En effet, la composante P, suivant I’axe d’ordre 3 serait transformée en son opposé
par une des symétries d’ordre 2 et la composante P, orthogonale a 'axe d’ordre 3 se
transformerait en deux autres vecteurs de somme opposée a P, .. La somme de tous ces
vecteurs est bien nulle. Il ne peut y avoir de polarisation dans un cristal appartenant au
groupe 32. Cet exemple montre qu’'un raisonnement a partir du principe de Curie est tres
simple.

8.4 Application a la piézoélectricité.

La piézoélectricité a été prévue et découverte par les freres Curie en 1880. La piézoélec-
tricité est la propriété qu’ont certains corps de présenter une polarisation électrique sous
contrainte. La cause du phénomene est ’ensemble du cristal et de la contrainte. L’effet est
la polarisation électrique. L’intersection du groupe G du cristal et de celui de la contrainte

oo ~ . . . . . .
(—m) doit donc étre inclus dans celui de la polarisation électrique :
m

G N Zm coom (8.4.1)
m

Comme une contrainte est toujours centrosymétrique, le cristal ne doit pas étre centrosy-
métrique. Il y a 21 classes non-centrosymétriques qui peuvent présenter la piézoélectricité.
Cette condition, comme la condition d’existence de la ferroélectricité, est nécessaire mais
pas suffisante.

Exemple du quartz. Considérons une compression symétrique selon :

- Paxe d’ordre 3 du cristal :

oo/mm 32
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N . 00
Dans cette géométrie 'intersection du groupe —m et du groupe 32 est le groupe 32
m

6%)
car —m posseéde une infinité d’axes d’ordre 2 orthogonalement & I’axe de révolution (voir
ci-dessus). Il n’apparait donc pas de polarisation.

- un des axes d’ordre 2 :

SEINZING :
& O-

32 oo/mm 2

Le seul élément de symétrie commun aux deux groupes est la rotation d’ordre deux
parallele a la contrainte (voir ci-dessus). Le groupe intersection est le groupe 2 qui est
compatible avec la ferroélectricité. Une polarisation P peut apparaitre dans la direction de
la contrainte.

- orthogonalement a un axe d’ordre 2 :

$@ 0

co/mm 2

De méme que dans le cas précédent, le groupe intersection est le groupe 2 (voir ci-dessus).
Une polarisation peut également apparaitre, mais orthogonalement a la contrainte.

Au début du XX¢ siecle (1927), une origine microscopique de cette polarisation a été
proposée par Meissner. Dans le quartz, les atomes d’oxygene forment des tétraedres dont
les centres sont occupés par un atome de silicium. A D'équilibre, le barycentre des ions Si*+
est confondu avec celui des ions O?~. Une contrainte déforme le tétraedre et dissocie les
deux barycentres, créant ainsi une polarisation P. Un exemple simple & deux dimensions est
donnée sur la figure ci-dessous.
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Cette explication, qui a le mérite de la simplicité, n’est cependant pas correcte. Des me-
sures du tenseur piézoélectrique inverse par diffraction des rayons X montrent que les défor-
mations induites par le champ électrique ne sont pas celles de Meissner, mais correspondent
plutot a des rotations des tétraedres SiO4. De plus le déplacement des charges négatives
par rapport aux charges négatives seraient plutét dues a un déplacement des électrons des
liaisons vers le silicium.
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Chapitre 9

Les transitions de phases :
brisure de symétrie.

On consideére un cristal (ou un matériau quelconque) subissant une transition de phases
a la température T,. Soit G le groupe de symétrie de la phase basse température et G le
groupe de la phase haute température. La théorie de Landau permet de classer les transitions
de phases selon les relations entre les deux groupes G; et G.

e S’il n’existe pas de relation entre les deux groupes, la transition est discontinue et
donc du premier ordre. C’est le cas de transitions polymorphiques comme la transition
allotropique entre le soufre « et le soufre f.

e Siun des deux groupes est sous-groupe de I'autre (dans la majorité des cas! Gy C Gs),
la transition est caractérisée par un parametre d’ordre, grandeur nulle dans la phase
la plus symétrique et non nulle dans l'autre. Si le parametre d’ordre est continu au
passage de la transition, la transition est du second ordre. Si le parametre d’ordre est
discontinu, la transition est du premier ordre.

D’apres le raisonnement de Landau, si une transition est continue, les deux phases coin-
cident au point critique. En ce point, elles ont donc des symétries compatibles : leur groupes
ont une relation groupe/sous-groupe. Une symétrie est brisée a la transition et le parameétre
d’ordre va caractériser la symétrie perdue.

9.1 Exemple de transition liquide isotrope nématique.

00 00
Un liquide isotrope a la symétrie de la sphere — — et un nématique a la symétrie du

00 00
groupe du cylindre co/mm, qui est un sous groupe de — —. Dans cette transition, les

symétries brisées sont les symétries de révolution, sauf une. &mme nous 'avons vu, cette
transition semble en totale contradiction avec le principe de Curie, qui dit qu’on ne peut
créer de la dissymétrie, et donc qu’on ne peut « briser la symétrie ». Cette contradiction
n’est qu’apparente si on utilise le principe de Curie généralisé.

En effet, si on refroidit une phase liquide isotrope, on obtient un nématique formé de
domaines ayant leurs directeurs orientés dans toutes les directions. On retrouve en moyenne
la symétrie de la sphere. L’effet est « I’ensemble des domaines nématiques. » Si on veut

1. Il existe des transitions ou la symétrie augmente quand on baisse la température. On parle alors de
transition « réentrante », dans la quelle une phase présente & haute température disparait puis réapparait
a plus basse température. C’est la cas de certaines transitions supraconductrices .

105
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étudier un seul domaine, on doit orienter les domaines nématiques. On utilise en général un
champ magnétique. Ce champ a la symétrie du cylindre tournant co/m. L’ensemble liquide
isotrope / champ magnétique, la cause, a donc la symétrie co/m. L'effet « le nématique
» sera donc un domaine nématique orienté selon le champ magnétique. On vérifie bien :
oo/m C oo/mm.

Expérimentalement, ceci a une grande importance car les relations groupe/sous-groupe

servent a prévoir 'orientation des domaines de la phase basse température les uns par rapport
aux autres.

9.2 BaT103

% POl
@ s =\
o °.. o g12 !T
1 S i =
© >
é 8
" Rhomboédrique Monoclinique Tétragonal
- Ly
/ ©
O C 9
—-200 -160 —120 -80 -40 0 40 80 120

Température (°C)

FIGURE 9.1 — & gauche, structure de type pérovskite (BaT'iOs3). A droite, comportement
de la polarisation électrique P en fonction de la température et orientation de P; dans la
maille élémentaire dans les trois phase ferroélectriques.

Beaucoup de matériaux possédant une structure pérovskite, comme BaTiOs3, sont ferro-
électriques.

1. A haute température, BaTiO3 est dans une phase dite paraélectrique. La structure est
cubique simple, de parametre de maille 4 A. Le groupe d’espace est Pm3m. La symétrie m3m
de la phase haute température interdit la présence d’une polarisation spontanée. Autrement
dit, le barycentre des charges positives Ba?t et Ti*t est le méme que celui des charge
négatives 02~

2. Entre 120°C et 0°C, BaTiO3 est dans une phase tétragonale, de groupe d’espace
P4mm, dont la classe de symétrie 4mm est compatible avec la ferroélectricité. On observe
un déplacement des atomes selon les directions [001]. Ces déplacement valent respectivement,
Ba : 0.09 AG, Ti:0.15 A, 0:-0.03 A. Le barycentre des charges positives et négatives n’est
plus le méme et on observe une polarisation spontanée dans la direction [001] : le cristal est
ferroélectrique. Le groupe d’espace P4mm est un sous-groupe de Pm3m, la transition de
phase peut étre du second ordre, ce qui observé. Le parametre d’ordre de la transition est la
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polarisation électrique. La symétrie 3 est brisée & la transition, mais d’apres le principe de
Curie, on s’attend a trouver six domaines orientationnels différents ayant des polarisations
orientées dans des directions symétriques par I'opération de symétrie perdue.

3. Entre 0°C et -90°C BaT'iO3 est dans une phase orthorhombique de groupe d’espace
Cmm2. La classe de symétrie 2mm est également compatible avec la ferroélectricité. Le
déplacement le plus important est celui du Ti, suivant [110]. Il donne naissance & une pola-
risation dans la méme direction. Ce groupe Cmm?2 n’est pas un sous-groupe de P4dmm, la
transition est forcément du premier ordre.

4. En-dessous de T < 90°C, BaTiO3 est dans une phase rhomboédrique de groupe
d’espace R3m. 3m est une des classes compatibles avec la ferroélectricité. Le Ti se déplace
suivant [111], la polarisation est dans cette direction. R3m n’est pas un sous-groupe de
Cmm?2, la transition est du premier ordre.

Il n’y a pas de relation groupe/sous-groupe entre les groupes de symétrie des trois phases
basse T : les transitions sont donc du premier ordre, comme le prouve la variation discontinue
de la polarisation a ces transitions de phases (voir fig. 9.2). La transition & 120°C' est continue,
comme ’autorise I’analyse de symétrie.
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Deuxieme partie

Interaction matiere-quanton
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Chapitre 10

Processus d’interaction

10.1 Caractéristiques des quantons utilisés

Pour étudier la matiere condensée, on utilise des objets physiques qui sont soit des par-
ticules de matiere, comme des électrons ou des neutrons, soit des ondes comme les rayons
X. A la suite des auteurs de la réf. [19], nous dénommerons « quantons » ces objets qui
se comportent comme des particules et des ondes. Leur coté « particule » permet de com-
prendre des phénomenes comme l'effet photo-électrique ou l'effet Compton, alors que leur
cOté « onde » est fondamental pour expliquer la diffraction.

10.1.1 Comparaison entre quantons

Les principales propriétés de ces quantons sont indiquées dans le tableau ci-dessous .

’ \ Photon X Neutron électron ‘
Description Champ Particule Particule
Epeexp(i(k.r —wt)) Fonction d’onde Fonction d’onde
e : polarisation U ~ exp(i(k.r)) U ~ exp(i(k.r))
énergie E =hw = he/\ E =p?/2m E =p*/2m
Longueur d’onde
A (A) = 12,4/E(keV) 0,286/+/E(eV) 12,265/+/E(eV)
A=1A E=12,4 keV E=81,8 meV E=150 eV
Impulsion p=hk="hv/c p = hk (=mv) p = hk (=mv)
300 K/E(1 A) 3.107¢ 0.7 4.107°
Interaction - électromagnétique - Nucléaire forte - électrostatique
(électrons, spins) (noyaux)
- électromagnétique
(spin)
Section efficace oth ~ Z2 barn Onuel ~ D barn Omag ~ 10® barn
de diffusion Omag ~ 10~ 50y, Omag ~ 3 barn
Absorption - Otyp. ~ 0,1-1 barn -

Les photons interagissent avec les électrons par la force électromagnétique. Les neutrons
interagissent avec le noyau des atomes par l'interaction nucléaire forte et avec les spins

1. On rappelle & cette occasion que : 300 K (kgT)=26 meV=6.3 THz (hv)=210 cm~ 1.

111
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électroniques par l'interaction électromagnétique. Pour les photons X et les neutrons ces
interactions ménent a une diffusion de faible amplitude, c’est-a-dire qui a peu de chance
de se produire. La diffusion est alors observée du fait du flux gigantesque de quantons
disponibles dans un faisceau. Les électrons, quant-a-eux, interagissent fortement avec le
potentiel électrostatique di aux charges. Les quantons utilisés en diffraction ont une longueur
d’onde (A = 27 /k) de lordre de ’angstrom.

Dans la suite, nous nous attacherons a montrer les similitudes entre les différents quan-
tons. Par exemple la célebre relation de Bragg est valable pour tous les quantons, car seule
leur longueur d’onde est pertinente dans le phénomene de diffraction. Par contre, dans
certains cas (absorption des rayons X, diffusion magnétique des neutrons), un formalisme
particulier sera développé.

10.1.2 Processus d’interaction

Pour I'étude de la matiere condensée, on ne considere que deux phénomenes de base
d’interaction matiere-quanton : ’absorption (fig. 10.1 a)) et la diffusion (fig. 10.1 b)).

e [’absorption se réfere au processus par lequel ’énergie d’un quanton est prise par
une autre entité. Le quanton est détruit lors du processus.

e La diffusion est le processus par lequel un faisceau de quanton est dévié dans de
multiple directions par une cible. La diffusion peut-étre inélastique ou élastique selon
que la cible change ou ne change pas d’état lors du processus.

Ces deux processus d’interaction donnent lieu & un ensemble tres riche de techniques

expérimentales, permettant de sonder les structures et les états électroniques. Nous allons
les considérer plus en détail dans les chapitres suivants.

dz

"N

v

a) b)

FIGURE 10.1 — Définition des grandeurs utilisées pour décrire les processus a) d’absorption et
b) de diffusion. En a), la courbe en gras symbolise la diminution exponentielle de 'intensité.

10.2 Absorption

10.2.1 Section efficace d’absorption.

On constate que pour des intensités suffisemment faibles, la matiére absorbe de maniere
exponentielle les quantons incidents : c’est la loi de Beer-Lambert. Ainsi, lorsque qu’un
faisceau de quantons d’intensité I (proportionnelle au nombre de quanton incidents par



10.2. ABSORPTION 113

unité de temps N,) traverse une épaisseur dz de matiere, il varie de la quantité dI (dN,
pour le nombre de quantons), telle que :

dI/I = dN,/N,; = —pdz, (10.2.1)

ou p est le coefficient linéique d’absorption, homogene a 'inverse d’une longueur. En inté-
grant cette équation sur une épaisseur [ on obtient, si on note Iy 'intensité incidente :

I = Iye M. (10.2.2)

On peut exprimer u, grandeur macroscopique mesurable, en fonction d’une grandeur
microscopique o, appelée section efficace d’absorption définie par la relation :

AN, = —®;dN,0,, (10.2.3)

ol dN,, définie plus haut, est la variation par unité de temps (négative, c’est une dimi-
nution) du nombre de quantons incidents apres traversée d’un petit volume cylindrique de
matériau absorbant, de surface S et d’épaisseur dz. ®; = N,/S est le flux incident sur ce
volume (nombre de quantons par unité de surface et de temps) et dN, le nombre de centres
absorbeurs dans ce volume.

Dans le cas ou le matériau n’est constitué que de ces centres absorbeurs en densité p,,
on a

dN, = pySdz. (10.2.4)

On déduit des relations précédentes que dN, /Ny = —04p,dz et en comparant & ’équation
10.2.1 on trouve

= 04pPa- (10.2.5)

Si p est la masse volumique du matériau considéré et m la masse d’un centre absorbeur
(m = A/N ou A est la masse molaire moléculaire ou atomique du diffuseur A/ le nombre
d’Avogadro), on trouve finalement, en regroupant les quantités microscopiques (A4 et o,)
d’un c6té et macroscopique (i et p) de autre :

HZN%. (10.2.6)

p

1/ p est le coefficient massique d’absorption, que 1’on trouve dans des tables, ainsi que o, [52].

Comme le montre une analyse dimensionnelle simple, la section efficace a la dimension
d’une surface et son unité usuelle est le barn (1 barn= 10~2% m?). Elle dépend principalement
de la nature de 'atome considéré mais également de son environnement 2. Tout se passe
comme si, pour un atome donné, seule une surface o, pouvait intercepter les quantons
incidents. Par exemple, pour une cible formée d’un réseau bidimensionnel de maille typique
3 A, la surface par atome est : 9.10720 m?2. Une section efficace de I'ordre du barn traduit
donc une faible probabilité d’absorption.

2. Pour les rayons X, la section efficace d’absorption d’un atome dépend (quelques %) de son état chimique
et de son environnement au sein d’un matériau (Voir § XANES et EXAFS ).
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La relation 10.2.6 permet de calculer le coefficient massique d’absorption pour un com-
posé de formule chimique XY

Htot _ g BX 4 g BY (10.2.7)

Ptot PX PY

Z‘AX

ou gx et gy sont les proportions massiques des corps X et ¥ (9x = ————).
rAx +yAy

10.2.2 Origine de ’absorption : neutrons.

En général, les neutrons sont tres faiblement absorbés par la matiere : ils le sont par
l'intermédiaire de réactions nucléaires (par exemple >He +n — 3H~ + p). Peu d’éléments
donnent de telles réactions nucléaires. On peut citer le lithium (°Li), le bore (}°B), le gado-
linium (Gd), pour lesquels les sections efficaces d’absorption o, valent 520, 2 100 et 74 000
barn respectivement. Ces éléments sont utilisés pour faire des détecteurs de neutrons ou des
écrans protecteurs dans le cas du cadmium ou du bore. Pour les autres éléments, o, varie
entre 0,1 et 10 barns (0,(Ni) = 4,6 et o,(Pb) = 0,17). Les sections efficaces d’absorption
dépendent de I’énergie du neutron comme o,(k) = o.ko/k, ko étant conventionnellement
pris égal a 3.4947 At (ce qui correspond a une longueur d’onde de A = 1,8 A et une vitesse
de v =2 200 m/s).

10.2.3 Origine de ’absorption : rayons X.

Lorsqu’un faisceau de rayons X traverse un matériau, plusieurs mécanismes contribuent
a la diminution de son intensité : la création de photoélectrons, la diffusion élastique et
inélastique et éventuellement la création d’une paire électron-positron. La section efficace
totale d’absorption du carbone est représentée figure 10.2 en fonction de ’énergie des photons
incidents. A basse énergie (~ 1 keV), la principale origine de I’absorption est la création d’un
photoélectron (effet photoélectrique : opg). A des énergies supérieures a 1’énergie au repos
de I'électron (Ey = mc? = 511 keV), le photon peut se désintegrer en une paire électron-
positron (opp). Aux énergies utilisées en diffraction (~ 10 keV') Deffet photo-électrique est
Ieffet dominant : tous les éléments absorbent plus qu’ils ne diffusent.

Ce processus de photoémission est schématisé sur les diagrammes énergie-impulsion de
la figure 10.3. L’énergie d’un électron libre, donnée par la formule E.(p) = 1/p?c? + m2c?,
est représentée par la courbe rouge dont les asymptotes E = pc sont indiquées en pointillés.
L’énergie d’un photon suit la loi £, = pc. Le point vert correspond a ’énergie et I'impulsion
totale d’'un systeme consitué d’un électron et d’un photon. On voit sur le schéma de gauche
qu’un processus d’absorption par un électron au repos est impossible, car il n’y a pas d’état
électronique correspondant au point vert. Méme si 1’électron n’est pas au repos ce processus
est impossible, car la droite E,;, = pc et les asymptotes & E.(p) sont paralleles.

Par contre, le processus d’absorption devient possible lorsque 1’électron est 1ié, a condition
que 'energie du photon soit supérieure a ’energie de liaison de ’electron dans ’atome Ej,.
Du fait du confinement de 1’électron dans l’atome et de l'incertitude sur 'impulsion qui en
résulte, 'absorption est également possible pour des énergies de photon supérieures, ce qui
se traduit sur le graphique par un « recouvrement » entre le trait orange et la courbe rouge.
On voit que ce recouvrement est d’autant plus faible que I’énergie du photon est grande,
ce qui traduit le fait que I'absorption est plus probable si I’énergie du photon légerement
supérieure a I’énergie de seuil, c’est-a-dire proche de la résonance.
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FIGURE 10.2 — Section efficace totale d’absorption (oror) pour le carbone entre 30 eV
et 10 GeV, montrant les contributions des sections efficaces d’absorption par effet photo-
électrique (opg), production de paires électron-positron (cpp) et des sections efficaces de
diffusion élastique Thomson (o) et inélastique Compton (o7 gL ). Les ronds correspondent
aux points expérimentaux et les lignes a des ajustements par des calculs théoriques. La
discontinuité au seuil d’absorption K du carbone est nettement visible a 0, 28 keV. D’apres
[26].

Un photon est donc absorbé par un atome si son énergie hw est supérieure a Fr. Un
photoélectron d’énergie cinétique hw — Ej, — ¢ est créé3. L’atome est alors dans un état
excité et se désexcite par deux processus (voir figure 10.4) :

e L’émission d’un photon de fluorescence (désexcitation radiative) dont I’énergie corres-

pond a la différence d’énergie entre deux niveaux de I’atome.

e L’émission d’un électron Auger, dont I’énergie cinétique vaut £y — Ej; — Err;. Er est
I’énergie du trou créé, Err ’énergie du niveau intermédiaire et Erry I’énergie du niveau
de départ de 1’électron Auger.

Ce mécanisme d’absorption est responsable de ’existence de discontinuités dans la va-
riation de la section efficace d’absorption en fonction de I’énergie, comme le montre la figure
10.2 dans le cas du carbone (Ex =284 e¢V). Entre deux seuils d’absorption, la section efficace
suit la loi :

ou(k, Z) = 04(ko/k)*Z2. (10.2.8)

Cette expression montre que, absorption est importante & faible énergie (k petits) et pour
les éléments lourds (Z grand). A titre d’exemple, pour des rayons X de longueur d’onde
1,542 A (raie CuKy), 04(Ni) = 4 760 barns, o,(Pb) = 79 800 barn et o,(Li) = 5,7 barn.

3. ¢ est appelé travail de sortie, c’est la différence d’énergie entre le potentiel chimique (énergie de Fermi)
et le niveau du vide. Ce travail est de ’ordre de ’eV'.
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FicUurE 10.3 — Représentation schématique du processus d’absorption d’un photon X. A
gauche, le cas d’un électron libre ou le processus est impossible, a droite le cas d’un électron
lié dans un atome. L’énergie Ey = mc? est I’énergie au repos de ’électron. L’énergie de
liaison de I'électron est exagérément basse par souci de clarté.

10.2.4 Les oscillations d’absorption : EXAFS et XANES

Voir ref. [11,25] volume 1.

Au voisinage d’un seuil d’absorption, on constate espérimentalement que le coefficient
d’absorption p présente des oscillations en fonction de I’énergie (voir figs. 10.5 et 10.6). Ces
oscillations sont dues au fait que le processus d’absorption fait passer I’atome absorbeur dans
un état excité : 1’électron éjecté va sonder les premiers états vides au-dessus du niveau de
Fermi. Les modulations du coefficient d’absorption au niveau du seuil et juste au-dessus sont
donc tres liées a la structure électronique de I'atome considéré et sont difficiles & interpréter.
Cette région est appelée XANES pour « X-ray Absorption Near Edge Structure. »

Lorsque I'énergie augmente le photoélectron est éjecté hors de 'atome. A partir de 50 eV
au-dessus du seuil, on estime que ’énergie cinétique du photoélectron est suffisamment im-
portante pour le considérer comme libre. Dans cette zone du spectre, on note des oscillations
qui ne sont pas présentes dans les gaz. Elles correspondent aux interactions du photoélectron
émis avec le cortege électronique des atomes voisins. Ces oscillations d’absorption sont appe-
lées EXAFS pour « Extended X-ray Absorption Fine Structure. » Les oscillations EXAFS
sont reliées a la structure atomique locale autour de I'atome excité. Elle permettent donc
de remonter a I’environnement local d’un type d’atome par des méthodes de transformées
de Fourier.

Les oscillations EXAF'S peuvent également s’observer en mesurant I'intensité des photo-
électrons émis en fonction de I’énergie. Cette intensité oscille également. Ces techniques de
spectroscopie de photo-électrons peuvent en principe donner les mémes renseignements que
PEXAFS sur la structure locale d’un atome.

10.3 Diffusion

La diffusion est le phénomene par lequel un faisceau de quantons (particule, lumiére) est
dévié dans de multiples directions. Le mot anglais est scattering, qui rend compte de 'effet
d’éparpillement associé a la diffusion. En francais, il ne faut pas confondre ce phénomene
avec celui de diffusion dans un milieu, qui correspond a la migration d’especes chimiques.
Dans la suite du cours, nous distinguerons le processus élémentaire de diffusion de celui de
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FI1GURE 10.4 — Représentation schématique des processus d’excitation et de désexcitation
d’un atome.
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F1GURE 10.5 — Spectre d’absorption de CuO au seuil K du cuivre. Les domaines d’extension
des oscillations XANES et EXAFS sont indiqués.

diffraction. Dans ce mot, on reconnait le terme fraction, qui indique le fait que le faisceau de
quanton se divise en des directions bien précises. On parlera donc de diffusion pour désigner
le processus d’interaction élémentaire entre un quanton et une cible, et de diffraction comme
un cas particulier de diffusion dans des directions particuliéres, comme dans le cas de la
diffusion sur un cristal. La diffusion d’un quanton est du a I'interaction entre un quanton et
une cible : nous appellerons V(r) le potentiel d’interaction correspondant.

10.3.1 Section efficace de diffusion

Soit un flux de quantons incidents ®; de vecteur d’onde k; et soit kg le vecteur d’onde
des quantons diffusées par la cible. On définit le vecteur de diffusion q = kq — k;(= 27s),
ainsi que l'angle de diffusion, 6 tel que 26 est l'angle entre ky et k; (voir fig. 10.1b)). Le
nombre de quantons d/N, diffusés par unité de temps dans ’angle solide df2 s’écrit :
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F1GURE 10.6 — Courbe d’absorption de ZnO au seuil K du zinc montrant les oscillations
EXAFS ainsi que la partie non oscillante de la courbe : I’absorption atomique.

do
—®. 10.3.
dNg = ®; dQ)ddQ (10.3.1)

(do/dY)q est la section efficace différentielle de diffusion de la cible. C’est une grandeur
mesurable dans une expérience de diffusion.

Dans le cas d’une particule, elle peut étre reliée simplement a une grandeur caractérisant
le processus de diffusion : la longueur de diffusion. Une démonstration plus générale valable
pour les photons est donnée dans ’appendice C. On considere un seul centre diffuseur. L’onde
incidente est une onde plane, décrite par la fonction d’onde normalisée sur un volume Y :

pi(r) = Ae’™T, (10.3.2)

avec A = 1/\/§7 La fonction d’onde de la particule diffusée ¢4(r) s’écrit, si kqr > 1,

wa(r) = —A@ ethar, (10.3.3)
Cette expression représente une onde sphérique, ce qui ne veut pas dire a symétrie sphérique
car la fonction b(q) dépend a priori de angle de diffusion. Si b(q) = b est une constante
réelle (cas des neutrons), on parle de longueur de diffusion. Quant au signe négatif, il est
di & une convention telle que pour b > 0 le quanton subisse un déphasage de 7, ce qui est
bien adaptée & la diffusion des rayons X et & la majorité des diffusions de neutrons (voir Fig.
15.1).
Pour relier la section efficace de diffusion et la longeur de diffusion b, le flux de particule
doit étre exprimé en fonction de la fonction d’onde (voir [8] page 904). Soit v la vitesse de
la particule, comme p = Ak = mv, le flux s’exprime :

hki_ihki
m Y m

O, = pv = || (10.3.4)

En utilisant 10.3.3, on peut exprimer le nombre de particules diffusées par seconde dans
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I'élément de surface r2d§) = dS par :

hkq

ANy = q)ddS:W|god|2r2dQ (10.3.5)
1 hkq 2
= ——LpPda.
Y m |b]” d

L’égalité de 10.3.1 et de 10.3.5 permet alors d’obtenir ’expression de la section efficace de
diffusion :

do k/‘d 2
— ] == 10.3.6
i) = (1036)

Cette relation se simplifie encore dans le cas d’une diffusion sans changement de longueur
d’onde : p
o 2
dQ)d = |b| (10.3.7)

La section efficace de diffusion totale o4 est I'intégrale angulaire de b2. Dans le cas des
neutrons, pour lesquels la longueur de diffusion ne dépend pas de 'angle de diffusion, la
section efficace totale vaut alors : o4 = 47b%. Notons qu’on ne peut pas mesurer le signe de
b en mesurant le nombre de particules diffusées (voir la réfraction).

Pour les neutrons, les sections efficaces totales de diffusion varient beaucoup d’un élément
a l'autre mais sont de I'ordre du barn (voir § 15). Pour les rayons X, o4 ~ Z2, ou Z est le
numéro atomique de 1’élément considéré (§ 11.3).

Il est utile d’estimer tres grossiérement l'intensité diffusée élastiquement par un cristal
(voir § 12). Pour un cristal irradié dans un volume V, recevant sur une surface S un rayon-
nement pénétrant de [, 'intensité regue est Iy ~ ®;5. L’intensité diffusée, en supposant que
les intensités s’ajoutent, ce qui n’est vrai que pour un systeme désordonné, est donnée par
I'intégrale angulaire du flux diffusé. En considérant que b varie peu avec I’angle de diffusion,
I; ~ 47b*®; Ny, ot Ny est le nombre de diffuseurs. Si pa = Nq/V est la densité de diffuseurs,
le rapport des intensités vaut :

Ig/1Iy = 4nb?paV/S = 4nb? pyl ~ Z2pgl. (10.3.8)

Pour un cristal de cuivre, qui contient 4 atomes de 29 électrons dans une maille de volume
3,61 A, on trouve pour les rayons X :

I/Iy ~ 292102810301 ~ 8 400 I(m) (10.3.9)

Malgré les approximations, on voit que si la longeur [ dépasse quelques dizaines de mi-
crons (107° m) l'intensité diffusée n’est plus négligeable devant I'intensité du faisceau inci-
dent. La perte d’intensité du faisceau incident n’est plus négligeable et une seconde diffusion
peut étre considérée. Lorsque 'on néglige ces phénomenes, on fait I’approximation cinéma-
tique, que l'on justifiera plus en détail au § 12.1.

10.3.2 Réfraction

Le processus de réfraction n’est pas un processus fondamental d’interaction, car il est une
conséquence de la diffusion, néanmoins il donne naissance a des expériences qualitativement
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différentes des expériences d’absorption et de diffusion. On considére un quanton incident
sur une surface, de vecteur d’onde k; faisant un angle « avec la surface. k,. est le vecteur
d’onde de ’onde réfléchie et k; le vecteur d’onde de ’onde transmise, faisant ’angle o’ avec
la surface.

On peut montrer [25] que l'indice de réfraction n s’écrit n =1 — ¢, ou

2T
T2

pa est la densité de centres diffuseurs et b(0) la valeur de b(q) au voisinage de ¢ = 0. § est
une quantité tres faible (de I'ordre de 107°) pour les neutrons et les rayons X. La loi de
Snell-Descartes cosa = ncosa’ indique que 'angle de réfraction o’ est tres voisin de Pangle
incident « : la réfraction est donc négligeable pour les rayons X et les neutrons.

Par contre, le résultat ci-dessus montre qu’une expérience de réflectivité est tres sensible
au signe de b(0). En effet, si b > 0 n est plus petit que 1 et il existe un angle critique
a. en deca duquel on a une réflexion totale. Ce n’est pas le cas si b < 0. Le phénomene
de réflexion totale est toujours observé pour les rayons X, et c’est le cas général pour les
neutrons. Ceci justifie le choix particulier de I'onde diffusée (voir équ. 10.3.3) que nous avons
fait précédemment. L’angle de réflexion totale est généralement de I'ordre de 0.3°. L’étude de
la réflectivité des matériaux permet donc de mesurer b et son signe, ce qui n’est pas possible
par une expérience de diffusion, qui ne donne acces qu’au carré de b. De maniere générale,
les études de réflectivité permettent d’étudier les structures et les rugosité des surfaces et
interfaces

La quantité b(0) étant a priori complexe, on peut en fait décomposer l'indice de réfraction
en ses composantes complexes et imaginaire :

5 pab(0). (10.3.10)

n =n, +1in; (10.3.11)

La composante réelle de n correspond a celle discutée précédemment alors que la composante
imaginaire est reliée a ’absorption du milieu réfractant. En effet, 'amplitude de I'onde a
Iintérieur d’'un matériau d’indice n s’écrit, si z est la direction de propagation :

einkz _ einrkze—mkz (10312)

En comparant les expressions 10.2.2 et 10.3.12, il apparait que la partie imaginaire n; est
reliée au coefficient linéaire d’absorption par l'expression n; = u/2k.

La section efficace d’absorption o, est proportionnelle au coefficient d’absorption (u =
GapPas, formule 10.2.5 ). Comme ici la densité de diffuseurs est égale & la densité d’absorbeurs
(pa = pa), on déduit de la formule 10.3.10 que :

47

Oa = —?Im(b(O)) (10.3.13)

Cette équation est un cas particulier du théoreme optique, discuté au chapitre suivant.

10.4 Traitement quantique de la diffusion

Les différents traitements quantiques de la diffusion sont tous basés sur la résolution
de Péquation de Schrédinger d’un quanton en présence d’un potentiel d’interaction V(r).
Plusieurs approches sont possibles, dont certaines sont plus adaptées que d’autres au calcul
de la diffusion des neutrons ou des rayons X. Pour une approche simple de la théorie de
la diffusion on pourra lire la ref. [7]. Plus de détails sont disponibles dans le Chapitre VIII
de [8] et une approche plus compléte du probléme se trouve dans [9)].
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10.4.1 Etats stationnaires de diffusion

Une premiére méthode consiste & calculer les états stationnaires d’énergie E = h2k> /2M
a partir de I’équation aux valeurs propres :

2
[;;wA + V(r)] o(r) = Ep(r) (10.4.1)

Cette équation peut en fait se mettre sous la forme générale :
[A+k*—U(r)] (r) =0, (10.4.2)
obtenue en normalisant le potentiel d’interaction U(r) = —(2M/h*)V(r). C'est aussi 'équa-

tion régissant le comportement d’un champ électromagnétique scalaire en présence d’un
potentiel d’interaction U(r) [10, page 696]. On démontre que cette approche permet bien de
décrire les particules comme étant des paquets d’ondes superposition des états stationnaires
de 10.4.1. A partir de cette équation on peut définir rigoureusement un courant d’énergie
(pour le champ) ou de probabilité (pour des particules) et définir comme précédemment des
sections efficaces de diffusion et d’absorption (voir appendice B).

Dans 'approximation de Born, qui consideére le potentiel d’interaction suffisamment
petit pour qu’un seul processus de diffusion s’opere dans la cible, on trouve que les solutions
de I’équation 10.4.2 peuvent s’écrire?, pour kr — oo :

) eik'r‘
p(r) ~ ™7+ b(q)

10.4.3
- (10.43)

Cette expression contient une onde plane incidente et une onde sphérique diffusée, ondes
identiques a celles introduites précédemment. Si on se place en champ lointain, on peut faire
l'approximation de Fraunhofer et la fonction de diffusion s’exprime simplement comme
la transformée de Fourier du potentiel normalisé U(r) :

b(q) = L U(r)e "9 d’r. (10.4.4)
4

Nous retrouverons cette formule tout au long de ce cours.

10.4.2 Déphasages

Si le potentiel d’interaction est central, c’est-a-dire s’il ne dépend que de la distance r a
Porigine V(r) = V(r), le moment cinétique de la particule est une constante de mouvement.
Cette méthode de calcul permet d’introduire formellement la notion de déphasage entre
I'onde entrante et I'onde incidente. On donnera ici trés brievement le résultat de ce type de
calcul.

La fonction d’onde ¢(r) peut se développer sur les états stationnaires de moment ciné-
tique bien défini, qui sont des combinaisons linéaires des harmoniques sphériques Y, (26, ¢).
Dans ce formalisme, la fonction de diffusion s’écrit :

1 & ,
b(20) = - > VAr(20+ 1) € sin 6,Y(26) (10.4.5)
=0

4. Nous revenons, dans ce paragraphe uniquement, & la définition quantique de b(q), pour laquelle le
signe devant de terme représentant ’onde sphérique est positif.
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En substituant cette expression dans la formule 10.4.3, on voit que I'onde diffusée subit des
déphasages donnés par les constantes §;. Ces constantes sont nulles si le potentiel d’inter-
action est nul. Elles peuvent se calculer numériquement a partir de ’équation aux valeurs
propres 10.4.1.

Physiquement, on peut approcher le probleme en calculant le moment cinétique de la par-
ticule par rapport a la cible. Si D est la portée du potentiel d’interaction, le moment cinétique
maximal du quanton incident est £ = hkD. Cette valeur est & comparer a \/I(l +1) i qui
est la valeur quantifiée du moment cinétique orbital. La valeur [, & laquelle il faut pousser
le développement 10.4.5 est telle que \/lpr(las + 1) ~ kD.

Il apparait ainsi que si I’énergie du quanton est suffisamment petite, ou si la portée du
potentiel est faible, seul le terme [ = 0 contribuera dans la somme 10.4.5. Comme ’harmo-
nique sphérique Y (26) est une constante, on retrouve ainsi simplement que la fonction de
diffusion est isotrope. C’est la cas de la diffusion des neutrons thermiques pour lesquels les
vecteurs d’onde des neutrons sont de 'ordre du nm ™! et les portées d’interaction de I’ordre
du Fermi (107'% m). En fait, la méthode des déphasages n’est pas utilisée pour la diffusion
des neutrons, car le potentiel d’interaction n’est pas connu.

Elle ne s’applique pas bien non plus au cas des photons, en particulier pour traiter les
phénomenes d’aborption des photons par les atomes et les effets résonants (si 'énergie du
photon est égal & une énergie de liaison d’un électron). La méthode la plus générale est la
méthode des perturbations dépendantes du temps.

10.4.3 Regle d’or de Fermi

Dans le cas de l'interaction entre un photon et un atome, il apparait clairement que
Iinteraction est dépendante du temps, car les champs varient dans le temps. Pour une
particule on considere que le potentiel croit lorsque la particule se rapproche de la cible.
On dit qu’on « branche » le potentiel. Pour calculer la section efficace de diffusion du
quanton dans ce cas on utilise la théorie des perturbations dépendentes du temps. Il faut
donc connaitre ’Hamiltonien H d’interaction quanton-cible. On consideére que 1’état initial
du systeéme cible-quanton, d’énergie €; est décrit par la fonction d’onde |¢;) et Iétat final,
d’énergie €, par la fonction d’onde |¢)f). L’état initial du quanton sera toujours décrit par
une onde plane de vecteur d’onde k;.

Les sections efficaces a I'approximation de Born peuvent étre obtenues par la régle d’or
de Fermi, qui donne la probabilité par unité de temps pour que le systéme passe de 1’état
i) & Vétat o) : )
s H )l (e = €)- (10.4.6)

La suite du calcul dépend de la forme du Hamiltonien d’interaction et donc du type
de quanton incident : photon (§ 11.4) ou neutron (§ 15). Ces calculs sont regroupés dans
I’appendice C.

Py =

10.4.4 Théoreme optique

Nous avons vu qu’un quanton interagit avec la matiere principalement par deux pro-
cessus. De maniere évidente, ces deux processus provoquent la diminution d’intensité du
faisceau de quantons dans la direction incidente, c’est le phénomene d’ombre. Une partie
de I’énergie du faisceau incident a été soit absorbée, soit « dispersée » par la diffusion. Ce
phénomene d’ombre est di a 'interférence entre 'onde incidente et I'onde diffusée dans la
direction incidente. Lorsqu’on calcule de terme d’interférence, on trouve une relation fonda-
mentale entre la section efficace d’absorbtion totale et la partie imaginaire de la fonction de
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diffusion du quanton dans la direction incidente b(0). Cette relation constitue le théoréme
optique, démontré dans 'appendice B. En revenant & la définition 10.3.3 de b(q) utilisée
pour la diffusion des rayons X et neutron, le théoreme optique s’exprime :

4
Oror = 0a + 04 = = Tm(b(0)) (10.4.7)

Le théoreme optique ne permet pas de calculer la longueur de diffusion en général car
il n’en exprime que la partie imaginaire dans la direction incidente. On peut 'utiliser pour
retrouver I'expression générale de la longueur de diffusion de neutron. Ayant montré que
pour des particules de basse énergie la longueur de diffusion est une constante b, on utilise
le théoreme optique pour montrer que sa partie imaginaire tend vers 0, si £ donc ’énergie
tend vers 0. b est donc une longueur constante : la longueur de diffusion.

Lorsqu’on néglige la partie imaginaire de la fonction de diffusion, le théoreme optique
nous dit que 'on néglige également l'atténuation du faisceau di a la diffusion. C’est 'ap-
proximation cinématique, a la base de la théorie de la diffraction des rayons X et des neutrons
par les cristaux imparfaits. Nous I'utiliserons cependant pour relier le coefficient d’absortion
1 et la partie imaginaire du facteur de diffusion dit « anomal » .

10.5 Techniques expérimentales

Les techniques expérimentales pour étudier la structure de la matiere peuvent étre clas-
sées selon ces différents processus d’interaction. La figure 10.7 donne un apergu des tech-
niques les plus utilisées. Quelle que soit la technique employée, le probléeme a résoudre est
toujours le méme. La structure - ou la structure locale - donne naissance a des interférences
qui modulent I'intensité des ondes absorbées, diffusées ou réfractées. Le probléme consiste a
déterminer la structure connaissant la modulation d’intensité due aux interférences.

On peut affirmer que pour les cristaux périodiques le probleme est résolu a condition que
les mailles ne contiennent pas trop d’atomes. Les difficultés théoriques et pratiques existent
encore pour les cristaux de macromolécules et pour les cristaux apériodiques comme les qua-
sicristaux et les incommensurables. La résolution des structures des surfaces est également
un sujet de recherche actif qui a connu des progres ces derniéres années (LEED quantitatif,
diffraction rasante des rayons X). Enfin, on peut citer le développement d’expériences dans
des environnements complexe (pression, trés basses température, champ magnétique), qui
permettent d’étudier des diagrammes de phases.
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FIGURE 10.7 — Techniques expérimentales les plus utilisées pour étudier la structure de la

matiere condensée.



Chapitre 11

Interaction rayons X matiere.

11.1 Production des rayons X

11.1.1 Le tube a rayons x et ’anode tournante

Lorsqu’il découvrit les rayons X, Rontgen utilisait un systéme complexe pour les pro-
duire. Ce n’est qu’en 1912 que Coolidge, des laboratoires de recherche de General Electric,
développa un nouveau tube, dans lequel les électrons sont produits par un filament chauffé,
puis accélérés vers une anode refroidie a 1’eau ou a I’huile. Ce type de source de rayons X,
encore utilisé de nos jours dans les laboratoires, fonctionne & des tensions typiques de 40
kV et des courants électroniques de 30 mA, ce qui en fait une « ampoule » d’une puissance
d’environ 1 kW, dont la puissance n’est limitée que par 'efficacité du refroidissement. Ainsi,
dans les années 1960, est né le générateur a « anode tournante », dont I’anode est un cy-
lindre métallique tournant sur son axe, ce qui permet un refroidissement plus efficace. Les
puissances atteintes sont de 'ordre de 10 kW. Dans ces systémes, la plus grande partie de
Pénergie cinétique des électrons est dissipée sous forme de chaleur et environ 1% de cette
énergie est convertie en rayons X.

Le spectre de rayons X produit par des électrons heurtant un métal a deux compo-
santes. Une partie continue, dont l'origine est la décélération des électrons quand il at-
teignent ’anode : on le nomme rayonnement de freinage ou bremstrahlung (de I'allemand
bremsen, freiner). Ce spectre continu est limité aux grandes énergies par ’énergie cinétique
maximale eV4¢ des électrons ou V¢ est la tension entre 'anode et la cathode. Le spectre
est aussi composé de raies fines, dont l'origine est similaire a ’effet photoélectrique, les élec-
trons jouant le role des photons excitateurs. Le rayonnement de fluorescence ainsi produit
est caractéristique du métal constituant I’anode. L’intensité de ces raies est plusieurs ordre
de grandeur supérieure a celle du bremstrahlung. Cependant, ce rayonnement est émis dans
toutes les directions et seule une petite partie peut étre utilisée pour des expériences. De
plus, ces sources ne sont pas accordables car c’est la nature de ’anode qui fixe la valeur de
I’énergie. Les rayons X générés par des sources synchrotrons n’ont pas ces inconvénients.

11.1.2 Le rayonnement synchrotron

Le nom de rayonnement synchrotron vient d’un type particulier d’accélérateur, mais il
décrit également le rayonnement émis par des particules chargées se déplacant a des vitesses
relativistes dans des champs magnétiques courbant leur trajectoires. Le rayonnement syn-
chrotron est produit dans des anneaux de stockage de taille variable (de 50 m & 300 m
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F1cUre 11.1 — L’ESRF a Grenoble. FI1GURE 11.2 — Le synchrotron SOLEIL a

St Aubin.

de diametre) autour desquels sont installées tangentiellement des expériences ou lignes de
lumiere. Les anneaux de stockage sont constitués de combinaisons complexes de champs
magnétiques et électriques, les premiers servant a produire le rayonnement et les seconds a
réaccélérer les particules ayant perdu leur énergie en rayonnant.

Il y a environ 30 centres de rayonnement synchrotron dans le monde. Les plus importants
sont 'ESRF (European Synchrotron Radiation Facility) & Grenoble (figure 11.1), Spring8 au
Japon et PAPS (Advanced Photon Source) & Argonne, Illinois (U.S.A). Ce sont des centres
de troisieme génération car le rayonnement y est produit de deux manieres. Le synchrotron
Francais, SOLEIL, est situé a Saint Aubin (figure 11.2).

Lorsque la trajectoire des électrons est courbée par un champ magnétique produit par
un aimant de courbure, les électrons émettent un spectre continu de rayons X. Pour un
synchrotron de 6 GeV, comme 'ESRF, avec un aimant de 0.8 T, I’énergie de ce spectre
est centrée a 19.2 keV. Le faisceau de rayons X a alors une divergence verticale égale a
mc?/E, o E ext I'énergie des particules et m leur masse au repos. Pour 'ESRF, cet
angle est de 0.08 mrad. L’énergie est donc beaucoup plus concentrée que dans le cas
d’un tube.

Entre les aimants de courbure sont insérés des « éléments d’insertion » appelés ondu-
leurs ou wiggler. Ces éléments sont constitués de multipoles magnétiques qui donnent
aux électrons une trajectoire sinusoidale. Cette maniére de faire osciller les électrons
renforce l'intensité du rayonnement émis de plusieurs ordres de grandeur. Ainsi, la
brillance (exprimée en Photons par seconde par mm? de taille de source, par millira-
dian carré de divergence et par 0.1% de largeur de bande) d’un faisceau sortant d’un
onduleur de 'ESRF peut atteindre 102 ph/s/mm?/mrad?/0.1%largeur de bande soit
10 fois plus que la brillance d’un tube.

Le rayonnement synchrotron est donc céractérisé par :

une trés grande brillance (10%° ph/s/mm?/mrad?/0.1%largeur de bande).

un spectre blanc dans un large domaine de fréquence.

une polarisation linéaire dans le plan de 'orbite des électrons.

une structure temporelle (typiquement des impulsions de ~10 ps tous les ~10 ns).
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11.2 Cohérence d’un faisceau

Outre les caractéristiques qui viennent d’étre décrites, il est bon de définir la cohérence
d’un faisceau de lumiére. En effet, le développement de sources de rayonnement toujours
plus brillantes rend nécessaire de maitriser cette cohérence. Dans les calculs traitant de
Iinteraction quanton-matiere, il est toujours implicite que l'onde incidente est plane. Ce
n’est pas correct pour deux raisons, le rayonnement n’est pas monochromatique, et il ne se
propage pas dans une direction parfaitement définie. Pour une présentation plus détaillée
des concepts de cohérence, on se reportera aux livres de de Born et Wolf [36], Mandel et
Wolf [37] et Goodman [38].

Nous considérons dans ce chapitre un faisceau de lumiere quasi-monochromatique, c’est-
a~dire une onde limitée dans ’espace, se propageant dans une direction donnée (Oz), ayant
des angles de divergence faibles (de l'ordre du degré pour fixer les idées) et une longueur
d’onde A bien définie. Ce faisceau est issu d’une source situé dans le plan (Oz,Oy), de
taille o, et o, en valeur quadratiques moyennes (ou efficaces) et les angles de divergence du
faisceau valent o/, et a;. La direction de propagation est fixée par le vecteur d’onde k; et sa
dispersion par les composantes Ak;, et Ak;,. La longueur d’onde du faisceau, son énergie E,
sa fréquence v ou sa pulsation w sont determinés a A\, AE, Av, et Aw pres, ou de maniere
équivalente par la dispersion de k; dans la direction Oz : Ak;,. L’onde sera définie en tout
point r et & tout instant ¢ par la valeur du champ U(r,t), que nous considérerons comme
scalaire sans perdre de généralité.

Dans la suite, nous allons définir les notions de longueur de cohérence longitudinale et
transverses de l'onde qui sont, en substance, les longueurs sur lesquelles on peut considérer
cette onde comme plane et monochromatique. Les longueurs de cohérence tranverses &, et
&ty sont reliées a la dispersion du vecteur d’onde (Ak;, et Ak;y), alors que la longueur de
cohérence longitudinale £ dépend de sa dispersion en énergie (Ak;,).

La meilleur maniéere de définir ces notions est d’introduire la fonction de corrélation
mutuelle du champ en deux points quelconques P; et P, du faisceau repérés par les vecteurs
ri et ro, aux temps ¢ et ¢t 4+ 7 respectivement :

T(r1,r2,7) = (U(ry, )U* (xa, ¢ + 7)), (11.2.1)

FI1GURE 11.3 — Représentation schématique d’un faisceau de rayons X partiellement cohérent
issu d’une source de taille o. La zone de couleur violette représente un volume de cohérence
du faisceau.

En supposant le champ stationnaire, la valeur moyenne est prise sur un temps supérieur
au temps de cohérence de I’onde, qui sera précisé par la suite. Avant de discuter des propriétés
de cette fonction, remarquons simplement que 'intensité en un point P situé en r est donné
par I(r) =I(r,r,0).
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La fonction de cohérence mutuelle a une dépendance spatiale et une dépendance tem-
porelle. Pour les caractériser, la premiére démarche consiste & normaliser I'(ry,ro,7) en
définissant la fonction de cohérence y(r1,re,T) par :

F I‘17I‘2, \/ I'1 1‘2 ")/ ry,ro, 7 ), (1122)

de fagon & ce que son module vérifie |y(ry, 1o, 7)] < 1.1

Pour simplifier, on suppose ensuite que la source est homogene afin que v(ry,rs, 7) ne
dépendent que de ro — ry : c’est approximation de Schell. Enfin on sépare les dépendances
spatiale et temporelle en introduisant le facteur compleze de cohérence u(ry,rs) et la fonction
de cohérence temporelle g4(7) :

[(r1,re,7) = V/I(r1)VI(r2)p(ri, re)ge (7). (11.2.3)

On peut montrer que cette factorisation, ou réductibilité n’est possible que si la source a
la propriété de pureté spectrale croisée [37, p. 196], [38, p. 189] ce que I'on admettra par
la suite. Ceci va permettre de définir les longueurs de cohérence longitudinale grace a la
fonction g¢(7) et transverses par le facteur de cohérence u(ry,rs). Avec ces définitions un
faisceau complétement cohérent vérifie |u(ry,ra)| = |g¢(7)] =1

Cohérence longitudinale
Pour notre faisceau quasi-monochromatique, on choisit généralement pour g(7) la forme
exponentielle suivante :

gu(7) = emiwTemelrl/e (11.2.4)

Le premier terme traduit la simple propagation de I'onde pendant le temps 7, alors que le
second traduit la perte de cohérence du faisceau en fonction du temps (la perte de cohérence
est la méme aux temps négatifs, d’on la valeur absolue). Cette expression vient du fait que le
spectre en fréquence de la source est souvent bien réprésenté par une fonction Lorenzienne,
qui en est la transformée de Fourier. La longueur de cohérence temporelle ou longitudinale
& = c¢/7 est ainsi reliée au temps de cohérence de 'onde 7;. Afin de bien prendre en compte
les propriétés temporelles de ’onde, la moyenne temporelle de 1’équation 11.2.1 doit donc
étre réalisée sur un temps bien plus grand que 7;.

Ainsi définie, la longueur de cohérence longitudinale est la longueur sur laquelle 'onde
peut étre considérée comme monochromatique. Par simple transformée de Fourier, & est
reliée a la largeur spectrale du faisceau par les relations :

f=t =2 = 2 (11.2.5)

On optique, la longueur de cohérence longitudinale peut-étre mesurée par un interféro-
metre de Michelson.

Cohérence transverse
Le facteur de cohérence p(ry,re) peut se calculer a partir du principe d’Huygens-Fresnel,

1. Cette inéquation, qui n’est pas évidente a démontrer, n’est rien d’autre que l'inégalité de Cauchy-
Schwarz |(u]v)|? < [(u|u)| |(v]v)| avec u = U(r1,t) et v = U(ra, t + 7).
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en utilisant deux hypotheses raisonnables : la source est incohérente spatialement et faible-
ment divergente. Ce calcul est détaillé dans 'annexe D. Pour deux points situés loin de la
source (71,2 > o) le facteur de cohérence s’exprime :

, I(s)e ™ (E )32
— 1ki'(1f‘2—1‘1)fE 11.2.6
u(ry,ra) =e fz 1(s)ds (11.2.6)

ou l'intégrale porte sur la surface de la source . Cette équation constitue le théoreme de
van Cittert-Zernike.

Le premier terme est di au simple déphasage entre 'onde en ry et 'onde en r;. Le
deuxiéme terme est la transformée de Fourier normalisée de 'intensité au point source I(r),
prise en k;(ray /ro—r1, /r1), ol r ) est la composante normale au faisceau. Ce terme traduit
le perte de cohérence due a la taille finie de la source.

Si on est en présence d’une source isotrope telle que I(r) ~ e=(r*/20%) (modele gaussien
de Schell), p(ry,r2) est alors une fonction gaussienne :

1olras —rig | )2
B

pp(ry —1rp) = eikirlramr)g 20 (11.2.7)

oi1 £& est la longueur de cohérence transverse, définie par :

€G /\_D

t T 2o

(11.2.8)

1

Akig

La longueur de cohérence transverse £ est d’autant plus grande que la source est petite
et qu’on la regarde de loin. Une petite source incohérente peut donc, par simple propagation,
développer une cohérence spatiale partielle : c’est le cas des sources synchrotrons de troisieme
génération.

Des formules 11.2.8 et 11.2.5 on déduit la forme générale de la fonction de corrélation
mutuelle d’un faisceau partiellement cohérent, dans I’approximation gaussienne de Shell :

Une analyse géométrique permet de voir que o/D = Ak, /kiz ce qui donne & =

[ro1 -1 |

_1r217r11 12
T(r1,10,7) = /T(r1) /T (1a)eithe (ra=r)—wm) "2 e ) —er/ (11.2.9)

Pour une onde totalement cohérente (§;,&; — o0), la fonction de cohérence mutuelle
prend la forme attendue pour une onde plane :

[(r1,rg,7) ~ eltki-(rar)=wr) (11.2.10)

Comme nous le verrons au chapitre suivant, il n’y a pas toujours besoin d’une grande
cohérence pour faire des expériences de diffraction (voir par exemple la diffraction de Laue §
13.5.1), cependant il est impossible de mesurer des distances plus grandes que les longueurs
de cohérence.

11.3 Diffusion classique de Thomson

11.3.1 Section efficace de Thomson

Historiquement, les expériences de diffusion des rayons X ont été interprétées grace au
formalisme de J. J. Thomson, permettant de calculer la diffusion par un électron presque



130 CHAPITRE 11. INTERACTION RAYONS X MATIERE.

libre. Dans ce modele, on considere une onde plane incidente polarisée linéairement arrivant
sur un électron libre (ou presque libre, c’est-a-dire faiblement 1ié), dont le champ électrique
est donné par la partie réelle de ’expression complexe :

E(r) = Egee'(xi 1) (11.3.1)

(e est un vecteur unitaire orthogonal & k). 2 L’électron, placé en r = 0 est soumis & une force
F due au champ électrique de 'onde :

F = ma = —eE(r) (11.3.2)

C’est une charge oscillante qui réémet une onde sphérique. Le champ électrique de 'onde
diffusée s’écrit, pour rk > 1 (voir cours d’électromagnétisme) :

e

Ey(r) (a(t —r/c).€')e, (11.3.3)

4megc?r

oua(t—r/c).e’ est la projection de l'accélération retardée sur le plan orthogonal a la direction
du vecteur d’onde de l'onde diffusée (voir fig. 11.4).

FIGURE 11.4 — Représentation schématique de la diffusion d’une onde plane de polarisation
e. En bas a gauche, diffusion m — 7, a droite diffusion ¢ — o.

On trouve donc :
—e” e.e 1 —iw(t—r/c)
Eq(r) = ———Ey€'e , (11.3.4)

dmegmec? 1

qui peut s’écrire, en utilisant la relation kg = w/c :

b )
Eq(r) = —%Eoe’e“kﬂ—wt). (11.3.5)

La longueur de diffusion b, (voir § 10.3) vaut ici :

2. On rappelle que EgetXi*=«t) egt un vecteur du plan complexe tournant & la pulsation w. L’amplitude
de ce vecteur est Epe’ iT et son intensité le carré du module de I’amplitude, soit |E0|2. Cette notation
simplifie considérablement les calculs concernant les interférences. En effet, ’amplitude de la somme de deux
ondes Fi cos(k; -r1 —wt)+ F2 cos(k; - r2 — wt) est donnée simplement par I’expression Eq etkiT1 4 ploetkira,
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o2
bin e.e (11.3.6)

4megme?

C’est une quantité positive, ce qui traduit le fait que le rayonnement diffusé est en
opposition de phase avec le rayonnement incident. La grandeur
2 2
e o€
dregmc?  4mm ¢ ( )

est appelée le rayon classique de I'électron et vaut r. = 2.818 fm (1fm = 10~5m). Elle
donne l'ordre de grandeur de la longueur de diffusion byy,.

La section efficace différentielle de diffusion se calcule de la méme maniere qu’au § 10.3.
Comme le flux d’énergie d’une onde traversant par seconde I'unité de surface est proportion-
nel au carré du champ électrique, 'intensité dI; diffusée dans ’angle solide df2 sera donnée

par :
do
dly = E3dQ —= | . 11.3.
En utilisant 11.3.5, on trouve (§ 10.3) que la section efficace différentielle Thomson s’ex-

prime :

do 2
— =|b . 11.3.
) = (139

Numériquement, (5—6) o, == 0.08 barn. Comme by, est inversement proportionnelle a la masse
du diffuseur, il est clair que les rayons X interagissent peu avec les noyaux car ceux-ci sont
au moins 1836 fois plus lourd (pour un seul proton) qu'un électron. La section efficace d’un

noyau est donc négligeable par rapport a celle d’'un électron :
Oproton < 3-10770}}1- (11310)

Le facteur e.e’ dans la formule 11.3.6 est le facteur de polarisation. Pour une onde dont
le champ électrique est dans le plan de diffusion (polarisation de type 7), ce facteur vaut
cos 20 (voir fig. 11.4). Pour une onde dont le champ est orthogonal au plan de diffusion
(polarisation de type o) il vaut 1 : il y a un effet « polarisant » de la diffusion. Dans le cas
d’un rayonnement non polarisé, on trouve :

do 5 (14 cos?26
— = _ 11.3.11
dQ)th e < 2 ) (L3811

Le facteur (1+-cos? 20)/2 est appelé facteur de polarisation. Pour obtenir cette formule, nous
avons supposé que seuls les processus de diffusion 0 — o et 7 — 7 indiqués figure 11.4 sont
possibles. Il n’en est rien, des processus m — o et ¢ — 7 existent également lorsque 1’énergie
des rayons X est proche d’un seuil d’absorption.

Le calcul précédent prévoit que 'onde diffusée a la méme fréquence que ’onde incidente,
ce qui est faux dans le cas de ’électron libre. Dans ce cas en effet, seule la diffusion Compton
est possible comme le schéma de la figure 11.5 permet de la voir. Pour comprendre les
phénomenes de diffusion il faut faire un calcul quantique, brievement décrits dans la suite
et détaillés dans I'annexe C.
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11.4 Diffusion par un atome

11.4.1 Généralités

La seule maniere de traiter correctement l'interaction rayons X - atomes est d’étudier
quantiquement comment une onde électromagnétique perturbe le cortege électronique d’un
atome. On considere le systéme (cible et onde) dans un état initial avant diffusion |1;),
d’énergie €; et dans un état |1¢b;), d’énergie €; apres la diffusion.

Pour utiliser la Regle d’or de Fermi introduite au § 10.4 on doit exprimer 'hamilto-
nien d’interaction H entre 'onde électromagnétique et ’atome. En jauge de Coulomb, pour
un atome de Z électrons d’impulsions et de positions donnés par les opérateurs p; et r;,
respectivement,

Z
H=D 50— cAr)” +V(r), (11.4.1)
Jj=1

ou V/(r) est le potentiel d’attraction du noyau et A(r;) le potentiel vecteur de 'onde incidente
en r;. La partie perturbative H de cet hamiltonien est donc :

2

Z
H = 2_:1 (—;n(pj “A(r;) + A(rj) - pj) + ;mA?(rj)> (11.4.2)

La régle d’or de Fermi donne la probabilité par unité de temps pour que le systéeme passe
de I'état |¢;) a ’état |p¢). Cette probabilité permet de calculer la section efficace de diffusion
(voir équation C.0.6 dans ’annexe C).
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»
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FIGURE 11.5 — Représentation schématique du bilan en énergie et en impulsion des processus
de diffusion d’une électron libre (& gauche) et d’un électron lié (& droite). Pour ’électron
libre seule la diffusion Compton est possible. Pour 1’électron lié, les deux processus, Thomson
et Compton existent.

Le terme (e/m)p - A rend compte de Deffet photoélectrique et permet de calculer la
section efficace d’absortion o,. Le terme quadratique en A, (e?/2m)A?, donne la section
efficace de diffusion oy.

On trouve comme prévu deux types de processus de diffusion? :

3. On rappellera ici qu'une diffusion est dite élastique si elle ne change ni la nature ni I’état interne de la
particule et de la cible [9].
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e Un processus €élastique, la diffusion Thomson, dans lequel I'atome reste dans son état
initial : c’est un processus cohérent. Les photons diffusés par les différents atomes de
la cible vont interférer.

e Un processus inélastique, la diffusion Compton, dans lequel ’état final de I’atome est
différent : c’est un processus incohérent. Les photons diffusés par effet Compton ne
peuvent interférer. De plus, ils subissent une perte d’énergie mesurable.

11.4.2 Diffusion élastique des rayons X : diffusion Thomson

Nous ne donnerons ici que les résultats que ’on obtient a partir du formalisme quantique
précédent (voir annexe C). Pour un atome, la longueur de diffusion est donnée par la formule :

bor = bth/pe(r)e_iq‘rd?’r, (11.4.3)

ou p(r) est la densité électronique de I’atome et q le vecteur de diffusion défini en 10.3.1.
La grandeur

fla) = /pe(r)e"'q'rdf‘r (11.4.4)

est appelée facteur de diffusion atomique. C’est la transformée de Fourier de la densité
électronique p.(r). Les atomes ayant une symétrie sphérique (p.(r) = pe(r)), le facteur
de diffusion atomique ne dépend que du module du vecteur de diffusion ¢ = 4wsinf/\.
f(q) est donc parfois exprimé en fonction de la densité électronique radiale de l'atome
U(r) = 4712 pe(r). En intégrant sur les variables angulaires on obtient :

sin gr
qr

o0
@) = / () S g, (11.4.5)
0
Ces expressions peuvent s’interpréter classiquement de la maniére suivante. On consi-
dere que chaque élément de densité électronique dp(r) du nuage électronique diffuse 'onde
incidente par le processus de Thomson et que les ondes s’ajoutent de maniere cohérente.
D’apres la figure 11.6, la différence de chemin optique Ad entre 'onde diffusée en 0 et celle

diffusée en r est : K K
r.K; r.Kg
Ad = — . 11.4.6
> T ( )

2
La différence de phase entre ces deux trajets Ad = ;A(S vaut donc :

AP =—q-r (11.4.7)

Quelques exemples de facteurs de diffusion atomiques sont montrés figure 11.7. En q = 0,
le facteur de diffusion atomique vaut

fa=0) = [ pwyi'r =z (11.45)

le nombre d’électrons de atome. Comme f(q) est la transformée de Fourier de la densité
électronique, les facteurs de diffusion atomiques décroissent quand le vecteur de diffusion
augmente. La largeur de la courbe donnant f(q) est donc reliée & l'inverse de la largeur



134 CHAPITRE 11. INTERACTION RAYONS X MATIERE.

dp(r)

FI1GURE 11.6 — Représentation schématique des chemins optiques de deux ondes diffusant
sur la densité électronique atomique.

de la densité électronique. Cette largeur est cependant difficile & estimer car toutes les
orbitales atomiques, qui ont des dépendances radiales tres différentes, contribuent au facteur
de diffusion atomique. Les facteurs de diffusion atomiques se calculent a partir des densités
électroniques. Ils ont été calculés et tabulés [26] pour tous les atomes.

La définition du facteur de diffusion atomique comme la transformée de Fourier de la
densité électronique de 'atome appelle quelques remarques. f(q) est un nombre réel, ce qui
est manifestement en contradiction avec le théoreme optique B.0.1. Comme nous ’avons
déja signalé, c’est une conséquence de 'approximation cinématique, qui néglige l'intensité
diffusée devant 'intensité incidente et donc la diminution de celle-ci.

Si Ar est l'incertitude sur la position du centre diffuseur (le centre diffuseur est le noyau
pour un neutron, ’atome pour les rayons X et les électrons), la diffusion élastique ne sera
importante que si :

q<1/Ar (11.4.9)

Cette inégalité explique qualitativement I’allure du facteur de diffusion atomique pour les
rayons X :

e Pour un atome donné (Ar donné) on aura a priori plus de diffusion élastique aux
petits angles qu’aux grands angles.

e Pour un atome et un type de quanton donnés, la diffusion élastique aux grands angles
sera d’autant plus grande que l’énergie des particules incidentes est faible. En effet,
comme ¢ = 47sinf/\, le domaine angulaire ou la diffusion élastique est importante
augmente avec A et donc diminue avec I’énergie. Par exemple, les électrons de haute
énergie ne subissent presque pas de diffusion vers l'arriere. Lors d’une expérience de
LEED (Low Energy Electron Diffraction) on observe I'image de diffraction « en re-
tour », c’est-a-dire aux grands angles de diffusion, mais pour une expérience de dif-
fraction d’électrons rapides (RHEED), I'observation doit étre faite aux petits angles
de diffusion.

e En ce qui concerne la diffusion des neutrons, on montrera au § que 15.1.2 'expression
11.4.4 est encore valable a condition remplacer la densité électronique par un potentiel
d’interaction ad hoc : le pseudo-potentiel de Fermi. Ce potentiel traduit le fait que les
neutrons interagissent avec les noyaux dont l’extension spatiale est tres faible (Ar ~
10715 m). La section efficace de diffusion des neutrons est donc constante.
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facteur de diffusion atomique

F1GURE 11.7 — Facteur de diffusion atomique pour quelques atomes. L’unité des abscisses

est I’Angstrom -1

11.4.3 Diffusion inélastique des rayons X : effet Compton

Vérifier la formule de Thomson (11.3.11) sur un électron libre était impossible, aussi a-t-
on réalisé des expériences de diffusion sur des atomes légers comme le béryllium, contenant
des électrons faiblement liés. Contrairement a la prévision du calcul de Thomson, on observe
que la diffusion se produit principalement avec augmentation de longueur d’onde. De plus,
aucun effet de diffraction n’étant visible, le phénomene est incohérent. Cette diffusion des
rayons X, dénommée effet Compton, fut découverte en 1926 par Arthur Compton sur le
graphite. La figure 11.8 montre l'intensité diffusée par le béryllium en fonction de I’énergie
des photons diffusés. La diffusion Compton (pic large) est beaucoup plus intense que la
diffusion élastique. Cette diffusion contient la contribution des électrons de coeur 1s (courbe
en pointillé) et des électrons de conduction 2s, plus faiblement liés.

L’explication théorique de 'effet Compton repose sur la notion de photon. C’est d’ailleurs
Compton qui baptisa ainsi le quantum d’énergie lumineuse. L’énergie du photon diffusé est
calculée en considérant le photon comme une particule d’énergie et d’impulsion donnée,
subissant un choc sur un centre diffuseur (voir fig. 11.5). L’impulsion initiale, 'impulsion
finale, I’énergie initiale et finale de la particule et de la cible sont respectivement hk;, hky,

hw;, hwg et P;, Pd, Ei, E4. La conservation de I'impulsion et de 1’énergie donne* :
hki +p; = hkd + P4 (11.4.10)
h, + E;, = hwg+ Ey.

L’impulsion transférée a la particule est hq et celle reque par le diffuseur est —hq (voir
fig. 11.9). Le diffuseur absorbe donc une partie de I’énergie du photon et recule. Apres la

4. La dénomination « diffusion inélastique Compton» requiert une explication. Le calcul de la diffusion
d’un photon sur un électron libre est fondé sur la loi des chocs élastiques (conservation de ’énergie et de la
quantité de mouvement). Par contre lorsque I’électron est lié, la diffusion Compton ne peut se produire que
si I’électron est d’abord éjecté de I’atome. Dans ce processus de diffusion, I’état interne de la cible a changé :
le choc est inélastique.



136 CHAPITRE 11. INTERACTION RAYONS X MATIERE.

Intensité diffusée

-3 -2

Impulsion g (unité arbitraire)

i 1 i
E1 EI -e; E 1 -AE, Perte d'énergie du photon

Fi1GURE 11.8 — Profil Compton du beryllium mesuré a un angle de diffusion de 137° et une
énergie incidente F1=12,86 keV. e; est I’énergie de liaison des électrons de cceur 1s. Le pic
fin est l'intensité diffusée élastiquement. La ligne en pointillé est le résultat du calcul du
profil Compton des électrons de coeur seuls. (D’apres [39])

collision, ’énergie du photon est plus faible : sa longueur d’onde augmente d’une quantité
donnée par la formule (dans 'approximation, AX = Ay — A; < A;) :

2h 2
AN = —sin?0+

mc mc

Dizsind (11.4.11)

ou p;, est la composante de I'impulsion initiale de I’électron le long du vecteur de diffusion q
et Ae = h/me (= 0.02426 A) la longueur d’onde de Compton. Cette formule permet de voir
que les longueurs d’onde des rayons X diffusés seront centrées sur la valeur \; + 2\, sin” 6,
caractéristique de la géométrie de ’expérience et que le pic correspondant sera élargi par
la distribution d’impulsion p; des électrons dans I'atome. C’est ce que confirme le spectre
de diffusion de la figure 11.8. La largeur du pic - et donc la distribution d’impulsion - est
d’autant plus large que 1’électron est fortement lié. Ainsi sur la figure, la partie large du
pic de diffusion Compton est due aux électrons de coeur 1s. Une expérience de diffusion
Compton permet donc en principe de remonter a la densité d’impulsion électronique d’un
atome. Il apparait également sur la fig. 11.5 que la perte d’énergie des photons ne peut-étre
inférieure au seuil d’ionisation de I’atome : pour qu'un électron subisse un choc inélastique
il faut qu’il soit éjecté de I’atome.

Historiquement la diffusion pouvait trés bien étre expliquée classiquement par la théorie
de Thomson et c’est la découverte de 'effet Compton qui a confirmé la nécessité de quantifier
le rayonnement. En reconsidérant la diffusion Thomson & partir du raisonnement ci-dessus,
basé sur la conservation de I’énergie et de I'impulsion, on arrive bien-stir a la conclusion qu'un
atome, pris isolément, doit légerement reculer apres une diffusion élastique. L’application de
la formule 11.4.11, qui reste valable & condition de remplacer la masse de ’électron m par la
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nk

F1GURE 11.9 — Définition géométrique des impulsions lors d’un choc entre un photon et une
particule.

masse de I’atome donne, pour un photon de 12,4 keV, une variation d’énergie de l'ordre de
1 &4 100 meV suivant la masse de 'atome. La diffusion des rayons X sur des atomes isolés est
ainsi dite « quasi-élastique » car le transfert d’energie est faible devant 1’énergie du photon.
Cette énergie est toujours négligée dans le formalisme que nous utiliserons, car elle est tres
difficile a mesurer en pratique.

Dans le cas du phénomeéne de diffraction, qui est une diffusion par le cristal dans son
ensemble, le cristal recule et subit des variations d’impulsion et d’énergie extréemement faibles
car sa masse est énorme. Si le cristal a un tres faible recul c’est aussi le cas des atomes
individuels. C’est pour cette raison que pour définir la section efficace de diffusion élastique
d’un atome isolé - ou son facteur de diffusion -, on le considere « infiniment » lourd pour
négliger son recul.

Le photon ou le neutron peuvent également subir des diffusions dites inélastiques, de
diverses natures, en cédant par exemple leur énergie au cristal sous forme d’un phonon, le
quantum élémentaire de vibration de réseau. Le formalisme adapté pour calculer correcte-
ment ’ensemple des processus de diffusion en matiére condensée est détaillé dans les annexes
CetE.

11.4.4 Corrections pres d’un seuil

Lorsque 'énergie des photons incidents est voisine de ’énergie de liaison d’'un électron
de l'atome, il se produit un phénomeéne de résonance qui modifie la valeur du facteur de
diffusion atomique. Le modele physique de l'oscillateur amorti permet d’avoir une idée des
changements du facteur de diffusion. Reprenons le modele de Thomson, mais en ne négligeant
plus la fréquence propre d’oscillation de 1’électron 1ié wq et en y incluant une force de friction
kv proportionnelle a la vitesse d’oscillation de I’électron. L’équation de mouvement est alors :

ma = —eE + kv — mwir (11.4.12)

Ce qui donne, tout calcul fait :

W2
(w? —wd) +iw (%)

f= (11.4.13)

On retrouve le fait que f = 1 pour un électron libre (wp = 0, k = 0). Pres de la résonance
(seuil d’absorption), on a une modification de f, auquel on doit ajouter une composante
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réelle et une composante complexe (voir Annexe F). Cette derniere traduit le fait qu’une
partie de l'onde incidente est absorbée par l’atome. Ce phénomene s’appelle la diffusion
résonante °. Les termes de correction se calculent par un développement au deuxieme ordre
en perturbation de I’hamiltonien d’interaction 11.4.2. La diffusion résonante se décrit en
ajoutant au facteur de diffusion fy des correction f’ et f” :

f=Tot+f +if" (11.4.14)

Ces corrections sont faibles mais non négligeables et dépendent de I’énergie des rayons
X incidents (fig. 11.10). Par contre, f’ et f” dépendent peu de 'angle de diffusion.
En utilisant le théoreme optique dans I’approximation cinématique, on a :

dmere f"(w)

4
oq(w) = —?bthf”(w) = 5

(11.4.15)
Ceci montre que le terme f” est proportionnel & la section efficace d’absorption et peut donc
étre directement obtenu de I'expérience. Sa dépendance en énergie présentera un saut au seuil
d’absorption de ’atome considéré. De maniére cohérente avec la définition des longueurs de
diffusion, f” est une quantité négative. Cette convention n’est pas toujours respectée, comme
par exemple figure 11.10a).

Les variations typiques des coeflicients f’ et f” sont représentées figure 11.10 pour l'or
(fo = 79) au voisinage des seuils L. Le coefficient f” a été obtenu a partir de mesures
d’absorption sur de l'or liquide. Les oscillations EXAFS sont visibles au voisinage de ces
seuils. Le coefficient f’ a été calculé & partir de f” par les relations de Kramers-Kronig (voir
annexe F). Aux seuils L, les anomalies de I'ordre de 5% & 10% sont clairement visibles.

La diffusion résonante permet de mettre en évidence un élément particulier d’une struc-
ture en étudiant l'intensité diffusée au voisinage d’un de ses seuils. De plus, comme on le
verra au § 13.8.1 , la composante complexe du facteur de diffusion atomique brise la symétrie
I(q), I(—q) de la diffusion pour les structures non-centrosymétriques et permet ainsi leur
détermination.

5. L’expression historique de diffusion anomale est de moins en moins utilisée.
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FIGURE 11.10 — Corrections au facteur de diffusion atomique de V'or f” a) et f’ b) au
voisinage de I'énergie des seuils L. f” vient d’une mesure de I’absorption sur de I'or liquide
et f’ est le résultat d’un calcul. (D’apres ref. [40]).
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Chapitre 12

Diffusion des rayons X par la
matiere.

12.1 Approximation cinématique

Les sections efficaces de diffusion des rayons X et des neutrons sont faibles et permettent
de faire une approximation dans les calculs de diffraction que I'on appelle approximation
cinématique : c’est I’équivalent de l'approximation de Born pour un atome. Dans cette
approximation, l'intensité du faisceau diffracté est négligée devant celle du faisceau incident.
Ainsi :

e Les éventuelles diffusions multiples sont négligées : un rayon n’est diffusé qu’une seule

fois dans le composé illuminé.

e L’intensité de l'onde incidente n’est pas diminuée de sa partie diffractée lors de sa
propagation dans le corps (mais elle peut 'étre par absorption photoélectrique).
Cette derniere condition montre que ’approcimation cinématique ne conserve pas 1’énergie !

La formule 10.3.8 permet de justifier plus quantitativement cette approximation. Cette
expression montre que si I’épaisseur de matiere diffusante est de ’ordre de quelques dizaines
de microns, I'intensité diffusée représente quelques pourcents de I'intensité incidente. Cepen-
dant, nous verrons au § 13 que dans certaines circonstances ’approximation cinématique est
mise en défaut dans les cristaux.

12.2 Effet de la cohérence

Apres avoir introduit 'approximation cinématique, il faut maintenant réfléchir a 1'in-
fluence de la cohérence du faisceau sur la diffraction. Ceci peut s’expliquer simplement a
partir de I'expérience des fentes d’Young.

Considérons la figure 12.1, qui représente schématiquement un faisceau de rayons X issu
d’une source de taille o, diffracté par une paire de fentes d’Young séparées de a et située
a une distance D de la source. Comme précédemment on considére cette source comme
incohérente. Le faisceau issu de son centre donne naissance par diffraction en une série de
franges (dites d’Young), séparées angulairement de \/a. Le faisceau issu de l'extrémité de
la source, & une distance /2 du centre, donne également naissance & une série de franges
d’Young, mais décalées de l'angle entre les deux faisceaux : o/2D. Si les franges claires
de la premiere série correspondent aux franges sombres de la seconde, ces franges ne sont

141
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effectivement plus visibles. Elles le restent donc si la condition suivante est réalisée :

o< 2D (12.2.1)
g

A une constante multiplicative pres sans importance ici, on reconnait au membre de
droite de cette inéquation la définition 11.2.8 de la longueur de cohérence de la source &;.
Cette condition tres générale peut s’exprimer simplement : tant qu’un objet est plus petit
que la longueur de cohérence transverse d’un faisceau, les franges d’intérférences dues a sa
taille restent visibles.

-
<

v

D 6 =asin2f

»
v

F1GURE 12.1 — Représentation schématique d’un faisceau de rayons X partiellement cohérent
issu d’une source de taille o. La zone de couleur violette représente un volume de cohérence
du faisceau. a) Effet de la taille de la source sur les franges d’Young : les franges dues au
centre de la source sont en orange, celles issues de son extrémité en jaune. b) Effet de la
largeur spectrale : les franges dues au faisceau de longueur d’onde A — A\ sont en rouge.

Un raisonnement similaire (mais pas identique) peut étre fait pour la cohérence longitu-
dinale. En effet, si la longueur d’onde du faisceau est diminuée de la quantité A\, la série de
franges d’interférence est étendue et les franges d’Young disparaissent a partir d’un certain
angle, comme on le voit sur la figure 12.1.

Cet effet se quantifie en remarquant que la différence de phase 24/ entre les faisceaux
issus des deux fentes, ou § = asin26 est la différence de marche, varie de A(27wd/N\) =
2m0AN/A? quant la longueur d’onde diminue de AX. Aux angles tels que cette variation est
supérieure & 7, les franges disparaissent. La condition de visibilité s’écrit donc :

)\2
0 < SAN (12.2.2)
ou l'on reconnait a droite 'expression 11.2.5 de la longueur de cohérence longitudinale a un
facteur 2 pres.

On peut également généraliser cette condition en écrivant que : tant que la différence de
marche entre deuz faisceaux diffusés est plus petite que la longueur de cohérence longitudinale
d’un faisceau, les franges d’interférences entre ces faisceaux restent visibles.



12.2. EFFET DE LA COHERENCE 143

Comme une frange ne peut apparaitre que si § > A, aucune frange n’est visible si AX > A2,
c’est-a~dire si le faisceau est blanc! Cependant, la condition sur la cohérence longitudinale
est moins contraignante que celle sur la cohérence transverse car elle dépend de ’angle de
diffraction. On peut donc toujours espérer voir des interférences a des angles suffisemment
petits. En revanche, ’absence d’une bonne cohérence transverse est rédhibitoire.

Les conditions ci-dessus peuvent étre obtenues de maniere plus quantitative a partir des
fonctions de corrélations introduites au §11.2. On montre en annexe D.2, que I'intensité I(r)
du faisceau diffractée au point r du détecteur s’exprime en fonction des intensités diffractées
par les fentes 1 et 2 seules I1(r) et I5(r), et de la fonction de cohérence v(ry,rs,7) :

I(r) = I(r) + Ix(r) + 24/ 11 (r) I2(r) Re(y(r1, r2,d/0)), (12.2.3)

oury et ry = ry + a reperent les positions des fentes et § est la différence de marche définie
précédemment. La visibilité des franges d’interférences peut étre quantifiée par la grandeur :

Imaz - Imzn

qui dépend de r dans le cas général. En utilisant les approximations du §11.2 et en particulier
la formule 11.2.9, le caractére sinusoidal de la partie réelle de la fonction de cohérence permet
de trouver les extréma de I(r). La visibilité s’exprime alors :

Y (r) = |y(a, 8/c)| = e 2 (E) e l0l/4 (12.2.5)

On retrouve les résultats précédents sous une forme plus quantitative : les franges d’in-
terférences ont une visibilité maximum (¥ = 1) si le faisceau est compleétement cohérent. Les
franges disparaissent (¥ = 0) si le faisceau est incohérent (v = 0). Dans le cas d’un faisceau
partiellement cohérent (0 < |y| < 1), les conditions de visiblité des franges sont a < & et
0 < &. La visibilité dépend de la position r par I'intermédiaire de I'angle de diffraction 6.

Ces conditions doivent étre modifiées si 'on considere un objet tridimensionnel et non
plus une simple paire de fentes. Le calcul, plus compliqué, et ses conséquences sont présentés
dans 'annexe D.2 et sont discutés au paragraphe suivant. Néanmoins les deux conditions
énoncées précédemment restent grossierement valables : les franges d’intérférence me sont
visibles que si 'objet diffractant est plus petit que la longueur de cohérence transverse (dans
le plan orthogonal au faisceau) et si toutes les différences de marche sont plus faibles que la
longueur de cohérence longitudinale.

Enfin, remarquons que pour observer de la diffraction par un corps quelconque il suffit que
le faisceau ait des longueurs de cohérence plus grandes que quelques distances interatomiques,
ce qui est assez facile a obtenir. C’est pour cette raison que la diffraction par les cristaux a été
découverte, car la cohérence du faisceau des premieres expériences était treés mauvaise : pas
de collimation du faisceau (mauvaise cohérence transverse) et utilisation de faisceau blanc
(pas de cohérence longitudinale) ! Pourtant les taches de Bragg sont clairement visibles sur
le cliché présenté figure 16.3...

Par contre comme nous le verrons dans ce chapitre, les franges d’interférence dues a la
taille d’un micro-cristal ne peuvent étre visibles qu’avec des faisceaux de rayons X ayant des
longueurs de cohérence de I'ordre du micron (voir fig. 13.3). De maniére étonnante, ceci n’est
possible que depuis une dizaine d’années aupres des sources de rayonnement synchrotron et
depuis 2009 avec le premier laser a électrons libres X. Dans la suite, nous considérerons
que de telles conditions de cohérence ne sont réalisées qu’exceptionnellement et nous le
mentionnerons alors explicitement.
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12.3 Calcul de la diffusion par un corps de structure
quelconque
Soit un matériau de densité électronique totale pior(r), éclairé par un flux uniforme

de rayons X, dont on néglige I'absorption par effet photoélectrique®. Il est montré dans
I’appendice C.5 que la section efficace différentielle de diffusion élastique est donnée par :

do\ _do
o) da),

lintégrale étant faite sur le volume du systéme, noté V' dans la suite (et de taille caractéris-
tique L). Cette formule peut se voir comme une généralisation de la formule 11.4.3 valable
pour un atome. Le terme

i (12.3.1)

/ptot(r)efiq'rd%

A(q) = /ptot(r)e_iq'rdgr (12.3.2)

est appelé 'amplitude complexe de diffusion et s’exprime en nombre d’électrons. Nous ap-
pellerons intensité diffusée le module au carré de 'amplitude complexe.

Dans cette formule, nous n’avons pas pris en compte 'aspect dynamique de la matiere :
nous avons considéré les positions instantanées de tous les atomes. Ceci n’est justifié que
parce que les fréquences des rayons X (~ 10'® Hz) sont bien supérieures aux vibrations
des atomes dans la matiere condensée (de l'ordre de quelques 10*2 Hz). Ainsi, la légere
modulation de fréquence (ou de maniére équivalente le faible transfert d’énergie) de 1'ordre
de 1076 ne peut étre mesurée que dans des installations expérimentales dédiées? ce qui
n’est pas le cas général (voir §15.2.2). Ceci n’est pas le cas de la diffusion des neutrons;
nous le discuterons plus en détail au §15.2.3. Pendant le temps 7" d’une expérience (et ce
temps peut-étre de l'ordre de la fs si on utilise des sources du type XFEL), c’est la moyenne
temporelle de l'intensité instantanée qui est mesurée. Dans un premier temps nous allons
donc calculer I'intensité diffusée instantanée, qui est égale au module au carré de ’amplitude
complexe instantanée A(q) :

I(q,t) = |A(q)? (12.3.3)

Dans la suite, I'expression A(q), sans indication explicite du temps, représentera toujours
Pamplitude complexe diffusée instantantanée, le densité électronique p(r(t)) étant prise au
temps t.

Dans un premier temps, nous simplifierons le calcul de la densité électronique totale.
Celle-ci peut s’écrire comme la somme des densités électroniques des atomes n du corps :

Prot(r) = Z pn(r —1y) (12.3.4)

ce qui revient a négliger les éventuels électrons des liaisons, en quantité faible devant le
nombre total d’électrons. L’amplitude complexe vaut alors :

A(q) = Z/pn(r —rp)e AT Pr = Z/pn(u)e_iq'rcﬁr eI — Z fne T (12.3.5)

1. Le calcul tenant compte de I’absorption n’est pas difficile, mais il dépend de la géométrie exacte de
I’expérience.
2. Comme la ligne de diffusion inélastique des rayons X ID28 a 'ESRF
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Cette formule s’interpréte simplement comme une somme d’ondes diffusées par chaque
atome, d’amplitude f,,. Comme nous 'avons déja montré, le déphasage entre deux ondes
diffusées en 0 et en r,, est égal & —q - 1.

Nous considérerons ensuite une assemblée de N atomes identiques3 dans un état quel-
conque (gaz, liquide, amorphe, cristal) de densité N/V = v,. Le calcul que nous allons faire
tient explicitement compte de la forme de 1’échantillon, ce qui alourdit son exposé mais
permet d’obtenir un résultat exact. Avec les hypotheses précédentes, la densité électronique
totale 12.3.4 s’écrit :

prar(e) = [ 32 8(a = r)pl0 = wd*u = pux)  plr)
ou l'on a introduit la densité atomique (voir annexe A)

pa(r) = d(r—ry). (12.3.6)

L’introduction de cette densité atomique nous permettra d’utiliser la fonction de corrélation
de paire atome-atome définie par ’équation 2.1.

Calcul de l’intensité diffusée. En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier
I'amplitude diffusée s’exprime :

A(q) = f/pa(r)e_iq'rd?’r (12.3.7)

Afin de tenir compte de la forme de I’échantillon, nous utiliserons la fonction forme o(r), qui
vaut 1 si extrémité du vecteur r est dans le volume du matériau et 0 s’il est a 'extérieur.
Avec ces définitions, le carré de 'amplitude complexe, c’est-a-dire 'intensité instantanée
I(q,t) s’écrit :

I(q,t) = f2//pa(u)pa(u’)eiq'(“*“,)dgud?’u’ (12.3.8)
= f2//pa(u)pa(u+r)a(u)a(u+r)e‘iq""d3ud3r,

la derniere expression étant obtenue en faisant le changement de variable u’ = u +r.

L’intégrale sera non-nulle si o(u)o(u+r) = 1, c’est-a-dire si u appartient au volume V'
et au volume V translaté de —r (u+1r € V). On appelle V(r) ce volume intersection (voir
fig. 12.2). 1l vaut :

V(ir)= /o(u)o(u +r)d*u = o(u) * o(—u) (12.3.9)
L’introduction du volume V(r) permet de définir explicitement le volume d’intégration

des intégrales précédentes. L’expression de 'intensité diffusée prend alors la forme suivante,
dans laquelle on voit apparaitre le produit de la densité atomique en u par celle en r + u.

I(q,t) = f2/ (/V( )pa(u)pa(u—i— r)d3u> e TPy = f2/C’(r)e_iq'rd3r (12.3.10)

3. Le cas plus général d’un corps de structure quelconque contenant des atomes de type différents est
plus complexe a traiter. Nous verrons ’exemple du désordre chimique dans le cas des cristaux au chapitre
14.3.
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e
=V

FIGURE 12.2 — Définition géométrique de la fonction V (r), volume intersection du cristal et
du cristal translaté de —r.

Pour que le terme C(r) = fV(r) pa(u)pe(u + r) se rapporte a la corrélation densité-
densité, il faut introduire une moyenne. Dans un premier temps on introduit la moyenne
spatiale de C(r) sur le volume V (r) :

1
V(r)

/ pa(0)pg(u +r)du. (12.3.11)
V(r)

D’apres la loi des grands nombres, cette moyenne spatiale tend vers la moyenne statistique
P(r) quand le volume V(r) tend vers Uinfini. On peut donc écrire :

1
V(r)

/ pa(W)pa(u+r)d*u = P(r) + A(r). (12.3.12)
V(r)

olt A(r) est le terme de fluctutation, tel que limy (y)_0c A(r) = 0.
L’intensité est alors la somme de deux termes :

I(q,t) = f2/V(r)P(r)e*iQ'rd3r+fZ/V(r)A(r)e*iqfdi‘r. (12.3.13)

Le deuxieme terme de cette somme est du a la répartition exacte des atomes dans 1’échan-
tillon. 11 est responsable des tavelures ou speckles dans les diagrammes de diffraction par des
systemes désordonnés. Un exemple de tels speckles est présenté figure 12.3. L’intensité de ces
tavelures varie rapidement & 1’échelle de la premiere zone de Brillouin (de l'ordre de 27/L) et
ne sont visibles qu’en utilisant des techniques de diffraction cohérente. Nous y reviendrons.

Afin de continuer ce calcul, nous ne tiendrons pas compte de ce terme qui n’est pas
calculable analytiquement pour un systeme désordonné. Cette situation est effectivement
rencontrée dans deux cas.

1. Si le cristal a le temps d’explorer un grand nombre de configurations pendant la durée
T de la mesure, la moyenne de ce terme est nulle : (A(r) = 0),.. Cette hypothese est
en fait une hypothese ergodique, on 1’on assimile la moyenne temporelle a la moyenne
statistique.
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FIGURE 12.3 — Diagramme de diffusion co- FIGURE 12.4 — Diagramme de diffusion de

hérente d’un verre colloidal de PMMA (Po-  T’eau. On observe des anneaux de diffusion
lymethylmethacrylate) & E=8 keV. Les ta-  diffuse, sans réflexions de Bragg ni tavelures.
velures sont clairement visibles [54]. D’apres [53]

2. Lorsque le faisceau n’est pas assez cohérent. Les tavelures sont alors lissées, méme
dans le cas ou le désordre varie lentement. Ceci est formellement équivalent a annuler
le terme A(r) et & obtenir une ‘moyenne statistique de la densité electronique.

La premiere situation est bien illustrée par ’exemple des figures 12.5 et 12.6. Dans les
phases vitreuses (Fig. 12.6a) et c¢)) d’une suspension de spheres de verre dans un mélange
eau-lutidine, les tavelures sont clairement visibles, alors que dans la phase fluide, celles-ci
sont moyennées par les mouvements des spheres (Fig. 12.6b).

Pour continuer le calcul, nous négligerons le terme de tavelure en faisant la moyenne
statistique de l'intensité diffusée. On obtient alors :

@) = (I(a) = f* [ Vo)Pwe o, (12.3.14)

ot P(r) est la moyenne statistique (po(0)pa(r)). C'est de cette maniére que sont effectués
les calculs de diffusion des rayons X par des systémes désordonnés dans la littérature [13].
Ils sont donc incorrects dans le cas général car ils négligent les tavelures.

Ces précautions étant prises, U'intensité diffusée s’écrit, en utilisant les propriétés du
produit de convolution :

I(q) = (27r)_3f2/V(r)e_iq'rd3r*/P(r)e‘iq'rd3r (12.3.15)

Le probléeme du calcul de 'intensité se ramene donc au calcul de la transformée de Fourier
de la fonction volume V (r) et de la fonction de corrélation P(r). L’effet de la forme du cristal
et de sa structure ont été séparés et toutes les moyennes a prendre sont statistiques.

Calcul de la transformée de Fourier de V(r). Nous définirons ¥(q) la transformée de
Fourier de o(r) :

»(q) = /J(r)e_iq'rd?’r (12.3.16)
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FI1GURE 12.5 — Diagramme de diffusion cohé- 100 150 200

rente a 7,35 keV d’une suspension de spheres

de silicium de 390 nm, dans un mélange eau-

lutidine [55]. Les pixels du détecteur, placé  F1GURE 12.6 — Portion du diagramme pré-

a 3.5 m font 15 ym. Le triangle sombre est  cédent dans a) la phase dite « répulsive »

l'ombre du puits a rayons X. a 33°C (dans laquelle les sphéres se re-
poussent), b) la phase liquide & 33,39°C et
la phase dite « attractive » a 33,39°C [55].

Comme l'intégrale de la fonction o(r) est égale & V, 3(0) = V. D’apres 1’équation 12.3.9,
qui exprime la fonction volume sous forme d’une convolution, on obtient la transformée de
Fourier de V(r)

[vwe e = s (12.317)

ou l'on a utilisé le fait que X(q) = TF(o(—r)). En inversant cette expression, on tire la
relation importante :

/ 1%(q)” d®q =(27)%V (0) = (27)°V (12.3.18)

Calculons X(q) pour un cube d’aréte de taille I. Si Porigine est au centre du cube, on

T () () () e

La figure 12.7 représente les fonctions 3(q) et|2(¢)|* pour I =40 A. Ces fonctions n’ont de
valeurs importantes qu’au voisinage de I'origine ou elles valent V = [3 et V2 respectivement.
La demi-largeur Agq de |E(q)|2 est reliée & [ par la formule Aq = 2.79 [~1.

Notons enfin que les effets de volume sont souvent négligés dans les calculs de diffraction.
Dans notre formalisme cela revient & poser que V(r) est une constante : V(r) ~ V et a
prendre

L@ = (27)°V(a). (12.3.20)

Calcul de P(r). La fonction P(r) peut-étre facilement reliée a la fonction de corrélation
de paire que nous avons introduite au chapitre 2.2. Comme P(r) est la moyenne spatiale
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=gl
g

g \//\v U/\U T 0 )

sin(40q/2)

7 (& gauche) et|S(q)]* (&

FIGURE 12.7 — Représentation des fonctions ¥(q) =

droite).

de la corrélation densité-densité, elle est égale a la densité moyenne 1/v,, multipliée par la

dn(r)
d’r

densité moyenne d’atomes situés a une distance r d’'un atome ’origine

P(r)d®r = idn(r)

Vg

Cette densité peut étre exprimée a partir de la formule 2.1, dans laquelle on rappelle que
g(r) est la fonction de corrélation de paire atome-atome, définie de manieére statistique :

dn(r) = (6(r) + gi’r)) d’r. (12.3.21)

Afin de mettre en évidence la partie oscillatoire de ¢(r), la fonction P(r) s’exprime
finalement :

P(r) = i(5(r) PO N i) (12.3.22)

De maniére plus générale, P(r) peut aussi étre reliée a la fonction de corrélation dé-
pendante du temps G(r,t). Cette méthode est particulierement utilisée pour les calculs de
diffusion de neutrons (voir 15.1.3) et permet de comparer les deux méthodes de diffraction.
Le calcul complet est fait dans ’annexe A. On trouve que P(r) ne dépend que de la valeur
instantanée de la fonction de corrélation G(r,t) :

P(r) = (12.3.23)

Calcul de l’intensité totale De ces deux calculs intermédiaires, on déduit ’expression
générale de 'intensité diffusée :

I(q) = f* |E(§13)f */G(r,O)e‘iq‘rd3r. (12.3.24)

(2w
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En négligeant les effets de volume (|£(q)|* = (27)3V8(q)), cette formule s’écrit simplement :

I(q) = NfQ/G(r,O)e*iqfd?’r. (12.3.25)

Nous retrouverons par une autre méthode cette formule au § 15.2.2.
Sans faire d’approximation le calcul se continue de la maniere suivante,

I(q) = f? RIC x /(5(r) + ) —1) + i)e—iq'“d?’r, (12.3.26)

(27)3v, Vg Vg

soit, en utilisant les propriétés de la transformée de Fourier et de la fonctions 9,

2 m 3 . .
I(q) = f? g;;)la * <<2 )vj(q) +1+U1a/(g(r)1)e’q'”d3r> (12.3.27)

2 2

v2 (27)3v, Vg

C’est I'expression la plus générale de intensité diffusée par un systéme contenant un
seul type d’atome. Bien qu’elle puisse s’appliquer a la diffusion par des cristaux ou par des
corps désordonnés, c’est dans ce dernier cas qu’elle est directement utilisable.

12.4 Application aux corps désordonnés (désordre de
deuxiéme espece)

Si lordre est a courte portée, le calcul de 'intensité diffusée se fait plus facilement a
partir de I’équation 12.3.14. Elle s’écrit :

(I(q,t)) = f? / @(6@) + & =) - i)e*iq'rdi”n (12.4.1)

Va Va Va,

En effet, comme g(r) — 1 ne prend de valeurs significatives que sur quelques distances inter-
atomiques, on peut utiliser 'approximation V(r) ~ V pour le calcul du deuxieéme terme de
lintégrale. On trouve alors, en utilisant les résultats du § prédécent et V/v, = N :

1@ =B g (14 L [l - peiema). (124.2)

a a

Le premier terme donne une diffusion aux petits angles, caractéristique de la forme de
lobjet. Cette diffusion est en général inobservable sauf pour de trés petits objets (bien
inférieur & 1 pwm). Nous ne retiendrons que le deuxiéme terme :

Ip(q) = N f? (1 + 1 /(g(r) - 1)eiq'rd3r> ) (12.4.3)

a
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qui traduit une diffusion due au désordre appelée diffusion diffuse. Il est utile d’introduire la
fonction de diffusion S(q) = Ip(q)/N f?. L’expression 12.4.3 montre que S(q) —1 et g(r)—1
sont reliées par une transformée de Fourier :

S(q)—1= vi (g(r) — e ‘@~ d®r (12.4.4)
a

La mesure de Ip(q) donne donc simplement acces & la fonction de corrélation de paire.
Cette diffusion est proportionnelle & IV, le nombre d’atomes diffuseurs. Dans un gaz par
exemple, ou g(r) = 1, la fonction de diffusion est constante car le désordre « tue » les
interférences. L’intensité est proportionnelle & N car elle est la somme des intensités diffusées
individuellement par chaque atome. L’existence de faibles corrélations dans les amorphes ou
les liquides, qui se traduit par des oscillations de g(r), a pour résultat de moduler cette

diffusion. L’expression donnant S(q) est souvent écrite :

sin(qr)
)7qr

S(q) =1+ 47Tpa/(g(r) -1 r2dr
pour des corps ol la fonction de corrélation de paire g(r) est isotrope.

S(q) peut-étre mesurée par diffusion des rayons X ou par diffusion de neutrons (voir
§ 15.2.2). Les figures 12.9 et 12.8 montrent les résultats d’une expérience de diffusion de
neutrons (A = 0.9782 A) sur de I’Argon liquide & 85 K [42]. L’intensité aux petits angles a
été supprimée pour ne faire apparaitre que la partie oscillante S(q) de l'intensité diffusée.
La fonction g(r) a été obtenue par la méthode décrite précédemment. Sur la fig. 12.8 la
courbe en trait plein est 'ajustement de la fonction S(q) par le résultat d'un calcul de
dynamique moléculaire réalisé a partir d’un potentiel d’interaction interatomique de type
Lennard-Jones.
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FIGURE 12.8 — Fonction de diffusion S(g) de 1’3 Ar mesurée par diffusion de neutrons a 85
K (d’apres ref. [42])

g(r)

L I I | 1 1 L d I | !
o] 5 0 15 20 25

r(A)

FIGURE 12.9 - Fonction de corrélation de paire de 1’36 Ar obtenue par transformée de Fourier
de S(q). (d’apres ref. [42])



Chapitre 13

Diffusion par un cristal
périodique

13.1 Introduction

Considérons dans un premier temps le cas simple d’un cristal de N x N x N mailles
contenant chacune un atome de facteur de diffusion f et de position R,,. Comme au
paragraphe précédent, nous supposerons que le faisceau de rayons X est une onde plane
parfaitement définie en longueur d’onde et en vecteur d’onde, c’est-a-dire une onde cohé-
rente longitudinalement et transversalement. L’amplitude diffusée au vecteur de diffusion
q= g¢,a* 4+ q,b* +¢q.c* est:

A( B N N N iqR,.
Q = > Y. > fe (13.1.1)

=1 v=1w=1

o

N N N
_ f § 67217rq1u § 672277qu E 672z7rqzw
u=1 u=1 u=1
N .
L iy . sin(N7q,
Chaque terme est une somme géométrique du type . e~ 27me% = ¢=im(N+1)¢ ¥
W=t sin(mqz)

L’intensité s’exprime donc :

) ) .9
I(q) = fQSlr.l gqux) SII'I gquy) 51r'1 gquz). (13.1.2)
sin“(mq) sin“(mqy,) sin”(7q.)

Elle atteint sa valeur maximum N f? quand x, y et z sont entiers, c’est-a-dire quand
q appartient au réseau réciproque (fig. 13.1). Le premier minimum de I(g,,0,0) étant
gz = 1/N, la demi-largeur & mi-hauteur de ces courbes est proporionnelle & 1/N. L’intensité
intégrée d’un pic est donc ~ N3, c’est-4 dire au proportionnelle au volume du cristal. Nous
retrouverons ce résultat au § 13.6.

13.2 Condition de diffraction de Laue.

Le calcul précédent peut se généraliser aisément & un cristal de forme quelconque. On
considere un cristal périodique, c’est-a-dire un réseau auquel on associe un motif d’atomes.

153
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A
I(q)/f?

sl Worenstl Wanat] Womertd Yorent

v

FIGURE 13.1 — Fonction de diffusion I(q,,0,0)/f? pour un cristal cubique de N = 8 mailles.

La densité totale du cristal est :
Ptot(r) = Z puvw(r - Ruvw)a (1321)

OU Pyuw (r) est la densité électronique d’une maille. On considérera dans la suite que le motif
est formé de n atomes en positions r; = x;a+y;b+z;c et on supposera que toutes les mailles
sont identiques (mémes atomes et pas de déplacements atomiques). La densité électronique
d’une maille s’écrit alors :

Puvw (r) =p(r) = Z pj(r —r;) (13.2.2)

En introduisant la fonction de forme du cristal o(r) on peut écrire :

prot(r) = p(r) * Z 0(r — Rypw)o(r) (13.2.3)

uUvwW

la somme sur u, v, et w étant maintenant infinie. L’amplitude de diffusion est donnée par :

Alq) = / Prot(r)e VT Py (13.2.4)
= F(q)/Zé(rfRWM)J(I‘)cfiq'r

= Fl@X(q)« Y e tafm,

uvw

Dans cette formule F(q) est la transformée de Fourier de la densité électronique d’une
maille, appelé facteur de structure, qui s’exprime :

F(q) = /p(r)e‘“"”d% =" fe (13.2.5)
J

soit

F(q) = ije*%ﬁ(hwjﬂfyjﬂzj)’ (13.2.6)
J
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L’amplitude de diffusion, qui s’écrit :

Alg) = F(Ol)@ x> 5(a— Qua) (13.2.7)
hkl
= F(Q)% ZE(q — Quit),
hkl

est composée d’une série de pics ayant tous la forme de ¥(q). Comme la largeur de ¥(q)
est donnée par 'inverse de la taille du cristal, elle est bien plus faible que la distance entre
pics, qui est donnée par l'inverse des parametres de maille. Les pics ne se chevauchent
donc pas et on peut négliger les termes croisés du type 3(q — Quni)X(q — Qprgrrr) dans
le produit A(q)A*(q). Si, de plus, on néglige les variations de F(q) autour de @ = Qpp
(F(q) = F(Qnkt) = Frrt), Uintensité est finalement donnée par ’expression :

2
I(q) = [Frul* 2 1%(a — Qui)|”

(13.2.8)
hkl v?

L’intensité diffusée est maximum lorsque le vecteur de diffusion q appartient au réseau
réciproque. Cette condition de diffraction s’appelle la condition de Laue .

>

A
@2 |,

1 2 3 4 5 q,

v

FIGURE 13.2 — Fonction de diffusion (g, 0, 0)/f? pour un cristal de N = 8 mailles contenant
deux atomes en £0, 2a. La fonction [£(q)|* (en trait plein) est modulée par le carré du facteur
de structure di au motif (en pointillé) |F(q)|* = cos2(270, 2¢, ).

Prenons I'exemple d’un motif constitué de deux atomes situés a +u, —u dans une maille
de parametre a. Trois types de longueurs interviennent dans ’allure de 'intensité diffractée.
La taille de 'atome, la plus petite, qui est reliée a la largeur du facteur de diffusion, les
distances interatomiques dans la maille, qui donnent I’échelle des variations de F(q), et les
parametres de maille qui donnent la distance entre les pics de diffraction. Le facteur de
structure s’exprime :

F(aq) = f(q)cos(q-u) (13.2.9)

1. On parle de « conditions » de Laue car von Laue avait écrit trois équations : q-a = 27h, q-b = 27k,
q - a = 2xl. L’écriture de ces conditions se simplifia avec 'utilisation du réseau réciproque.
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La figure 13.2 montre comment intensité est modulée par le carré du facteur de structure
F(q).

Interprétation. Lorsque q appartient au réseau réciproque, toutes les mailles diffusent
en phase : les ondes diffusées interferent constructivement. La valeur au pic de I'intensité est
proportionnelle & V2, ce qui est caractéristique d’un phénomene de diffusion cohérent. On
appelle ce phénomene la diffraction.
e La position des taches de diffraction permet de trouver le réseau, leur intensité est
reliée au motif.
e Tous les nceuds de espace réciproque ont la méme forme |E(q)|2. L’espace réciproque
d’un cristal est formé de nceuds en Qpp ayant la forme |2(q)|”.
Cependant, cette caractéristique n’est observable en pratique que si un faisceau suffisem-
ment cohérent est utilisé, c’est-a-dire tel que ses longueurs de cohérence longitudinale et
transverse sont du méme ordre de grandeur ou supérieure a la taille du cristal. Ces caracté-
ristiques ne se rencontrent que dans les centres de rayonnements synchrotrons. Dans le cas
des sources classiques, les franges d’interférence sont lissées. La figure 13.3 montre les franges
d’interférence observées autour d’une réflection de Bragg (111) d’une petite particule d’or.

FIGURE 13.3 — Image de la réflexion de Bragg (111) mesuré par diffraction cohérente d’une
particule d’or de 1.5 pm (V. Chamart, ESRF).

L’intensité est donc un produit de trois termes, le premier caractérisant ce qu’il y a dans
une maille, le second la forme du cristal, le troisieme le réseau.
On peut retrouver ce résultat a partir de la formule du cours précédent :

I(q) = fﬂM * (/ G(r,o)e—iq"df’r) ; (13.2.10)

Va

en choisissant f = F(q), v, le volume d’une maille v, et G(r,0) la densité de mailles :
ST 8(r — Rypw)-

uvw
Si I’énergie des rayons X est loin d’un seuil d’absorption d’un atome de la maille, les

facteurs de diffusion atomique sont réels. Le facteur de structure de la maille vérifie alors la
propriété :
F(-a) =Y f;¢'%" = F*(q) (13.2.11)
J
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et dans ce cas
I(q) = F(@)F"(q) = F*(-q)F(—q) = I(-q) (13.2.12)

Cette relation exprime la loi de Friedel. La diffusion des rayons X est centrosymétrique
par rapport au vecteur de diffusion, que le cristal soit ou non centrosymétrique. La structure
des cristaux non centrosymétriques est donc difficile & obtenir, car la diffraction « ajoute »
un centre de symétrie - ce qui est compatible avec la loi de Curie. On peut noter de plus que
si un cristal est centrosymétrique et les facteur de diffusion réels, les facteurs de structure

seront réels : . ,
Fla) =) fie'%™ =) fe™'%" = F*(q) (13.2.13)
J J

Les résultats ci-dessus ne sont valables que si le faisceau diffracté est négligeable devant le
faisceau incident. Dans le cas des rayons X, cette condition n’est vérifiée que si le volume co-
hérent du cristal n’est pas trop grand, auquel cas la diffraction peut devenir tres importante.
En pratique, cette condition est vérifiée car les cristaux usuels ont des défauts (dislocations,
joints de grain) qui limitent extension de 'ordre parfait sur une distance assez courte (de
Pordre du micrometre).

L’approximation qui consiste a considérer le cristal comme un assemblage de grains
de petite taille 1égerement désorientés s’appelle ’approximation du cristal mosaique. On
parle aussi de « cristal idéalement imparfait ». Il existe cependant des cristaux parfait,
de Si ou de Ge, pour lesquels I'approximation cinématique n’est pas valable. On doit alors
utiliser la théorie dynamique de la diffraction. Cette théorie, plus complexe, prévoit des effets
qualitativement identiques a ceux obtenus par 'approximation cinématique. En particulier,
la diffraction n’est observée que si le vecteur de diffusion appartient au réseau réciproque.
Cependant, ’expression donnant I'intensité diffractée est différente et dépend de la géométrie
de I'expérience de diffraction.

13.3 La construction d’Ewald

Pour interpréter géométriquement les phénomenes de diffraction des rayons X, on uti-
lise une construction due a P. Ewald. Cette construction s’appuie sur les deux conditions
d’existence d’une diffraction élastique :

e Condition de diffusion élastique : les vecteurs d’onde de 1'onde incidente et de 1'onde

diffusée ont des modules égaux, qui valent 27 /.

e Condition de diffraction de Laue : Le vecteur de diffusion q appartient au réseau

réciproque.

Le cristal est situé au centre d’une spheére de rayon 27/ appelée sphere d’Ewald. Partant
du cristal, 'extrémité du vecteur d’onde diffusé est sur cette sphere. L’origine du réseau
réciproque O est placée a l'intersection du faisceau incident et de la sphéere d’Ewald. Le
vecteur de diffusion q devant appartenir au réseau réciproque, on observe une tache de
diffraction lorsqu’un nceud du réseau réciproque est sur la sphere d’Ewald.

La construction d’Ewald permet de faire le lien avec la relation de Bragg. Lorsque
le vecteur de diffusion q est égal & un vecteur du réseau réciproque Qpr;, on voit que
2w sin /XA = Qpii/2, soit

thkl sinf = A

Cette expression est légerement différente de la relation de Bragg 2d sin(f) = nA calculée
au chapitre 6.6. Dans cette derniere relation, la distance d est la distance interréticulaire,
c’est a dire 'inverse du module du vecteur réciproque le plus court dans la direction de la
normale aux plans. Si (hkl) sont les indices de Miller de cette famille de plans, d = dpx;. La
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FIGURE 13.4 — Construction d’Ewald

diffraction correspondant & n = 1 est due & une interférence du premier ordre. Lorsque n
est différent de 1, 'interférence est du énieme ordre mais on peut U'interpréter comme une
interférence du premier ordre sur une famille de plans fictifs distants de dy,p ni,ni. On a bien
en effet : dyp ni,n = d/n. Cette réflexion se produira lorsque le énieme vecteur réciproque
dans la direction considérée (G ni,ni = nGnri) sera sur la sphere d’Ewald

Cette construction permet aussi de comprendre que tout les nceuds ne sont pas ac-
cessibles. Seuls le sont ceux qui vérifient Gpr; < 2/\. Cette condition définie une sphére
de l'espace réciproque appelée sphere de résolution. Physiquement, cette inégalité signifie
qu’une interférence constructive ne peut avoir lieu que si la différence de marche maximale
entre deux plans réticulaires, 2d, est au moins égale a la longueur d’onde A :

2d > X (13.3.1)

13.4 Exemples a 1D et 2D

Le formalisme de la sphére d’Ewald permet de comprendre simplement les phénomenes
de diffraction. Prenons I’exemple de systémes uni- ou bi-dimensionnels, dont nous avons déja
calculé les espaces réciproques au 6.5.5.

Exemple unidimensionnel. On considére une chaine d’atomes distants de a. Si 'on cal-
cule directement le déphasage entre deux ondes diffusées par des atomes voisins, on trouve :

asin 26 = hA (13.4.1)

Une analyse de symétrie montre simplement que les faisceaux diffusés se situent sur des
cones dont les demi-angles au sommet se déduisent de 13.4.1.

Le réseau réciproque d’un réseau 1D est une série de plans orthogonaux a la chaine. La
condition de diffraction est donc

q = ha* + zb* + yc* (13.4.2)

ou encore ¢q; = ha*. Ces plans coupent la sphére d’Ewald suivant des cercles, représentés
figure 13.6. Les faisceaux diffractés se situent sur des cones. On retrouve d’apres le dessin
que la composante suivant a du vecteur de diffusion h/a doit étre égale & :
h  sin26

a A

(13.4.3)
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FIGURE 13.5 — Equivalence entre la construction d’Ewald et la relation de Bragg

® asin20

FIGURE 13.6 — Diffraction par une chaine d’atomes. Seule la composante de q suivant la
chaine doit étre entiere.

F1aURE 13.7 — Diffraction par un plan d’atomes. Le réseau réciproque est un réseau de tiges.
La composante de q orthogonale au plan peut-étre quelconque ce qui facilite les conditions
de diffraction.
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Exemple bidimensionnel Considérons maintenant un plan d’atomes. Comme la trans-
formée de Fourier d’un réseau 2D est un réseau de tiges, le vecteur de diffusion doit étre de
la forme :

q = ha" + kb* + yc*. (13.4.4)

Les conditions de diffraction - une tige intercepte la sphere d’Ewald - sont facile a réaliser
comme le montre la figure. Cet exemple correspond pratiquement au cas d’une surface étudiée
par diffusion d’électrons lents (LEED). Ceci explique que dans une expérience de LEED le
réseau réciproque est toujours visible.

Les conditions de Laue sont cependant contraignantes a 3D : pour une orientation quel-
conque du cristal, il y a peu de chance qu'un noeud du réseau réciproque soit sur la sphere
d’Ewald. Pour y remédier, trois grandes catégories de techniques sont utilisées.

13.5 Meéthodes expérimentales (voir TP)

Nous venons de voir que placer un cristal dans un faisceau de rayons X n’est pas la
maniere la plus efficace d’observer la diffraction des rayons X, car peu de nceuds se trouvent
sur la sphere d’Ewald. Il existe trois grands types d’expériences palliant cet inconvénient. Les
expérience du type « Laue », ou l'on utilise un faisceau polychromatique, les expériences
du type « cristal tournant » ou le cristal tourne dans le faisceau et les expériences de
diffraction sur des poudres ou 'on utilise un ensemble de monocristaux. Nous décrirons
aussi succinctement le diffractometre dit « quatre cercles ».

13.5.1 Méthode de Laue

Cette méthode est historiquement la premiére a avoir été utilisée. Un rayonnement
« blanc » - c’est-a-dire contenant un continuum de longueurs d’ondes - est envoyé sur un
cristal et le rayonnement diffusé est recueilli sur un détecteur bidimensionnel devant (Laue
en transmission) ou derriere I’échantillon (Laue en retour). Si l’on utilise un tube, la longueur
d’onde minimum est donnée par la tension du générateur V, (Amaz(A) ~ 12,4/V,(kV)). 11
n’existe pas en théorie de longueur d’onde maximum mais en pratique U'intensité du fais-
ceau aux grandes longueurs d’ondes est tres faible et de plus les cristaux absorbent de tels
rayonnements.

Pour interpréter 'expérience de Laue, il existe plusieurs manieéres d’utiliser la construc-

tion d’Ewald :

e On représente autant de spheres d’Ewald qu’il y a de longueurs d’ondes dans le faisceau
blanc, ¢’est-a-dire un continuum compris entre deux spheres limites de rayons 27/ Anaz
et 27/ Apin (voir fig. 13.8 a)). Ces sphéres sont toutes tangentes en O, lorigine de
I’espace réciproque. Une diffraction se produira lorsqu'un nceud du réseau réciproque
sera compris entre les deux spheres limites : pour une famille de plans réticulaires
correspondant a un tel noeud, il existera une longueur d’onde qui diffractera.

e Dans une autre approche, on applique une homothétie de rapport A et de centre 0
a la sphere d’Ewald et au réseau réciproque (voir fig. 13.8 b)). Les spheres d’Ewald
deviennent toutes identiques et de rayon unité alors que le réseau réciproque se trans-
forme en un réseau de tiges passant par les noeuds du réseau réciproque et pointant
vers O. Il y a diffraction lorsqu’un une tige intercepte la sphere d’Ewald.

Cette technique est surtout utilisée pour orienter des cristaux. En effet, comme on ne

mesure pas les longueurs d’onde des rayons diffractés, il est impossible de déterminer les
distances interréticulaires du cristal. Ainsi, comme nous I’annoncions au §11.2, la diffraction
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FIGURE 13.8 — Constructions d’Ewald pour l'expérience de Laue. En a), la diffraction se
produit lorqu’un neeud du réseau réciproque appartient a la zone grisée, alors qu’en b) les
tiges doivent intercepter la sphere de rayon unité.

est observable méme si le faisceau a une longueur de cohérence longitudinale tres faible, mais
on ne peut en obtenir d’information quantitative.

Seules les propriétés de symétrie du cristal sont ainsi observables. Cependant, si le réseau
du cristal est déja connu, les clichés de Laue peuvent étre utilisés pour mesurer rapidement
I'intensité d’un grand nombre de taches de Bragg. Ainsi on utilise de nouveau cette technique
dans les centres synchrotrons pour faire de la cristallographie des protéines car elle permet
d’obtenir beaucoup d’informations en peu de temps. Ce gain de temps est un avantage
considérable car les cristaux organiques se détériorent en général sous irradiation X.

13.5.2 Cristal tournant.

Cette expérience consiste a faire tourner un cristal dans le faisceau de rayons X (géné-
ralement autour d’un axe de symétrie) et a recueillir le rayonnement diffusé sur un plaque
photographique (voir fig. 13.13). Ainsi, toutes les taches accessibles passent au moins une
fois sur la sphere d’Ewald. Différentes techniques comme la technique de Weissenberg ou de
précession s’inspirent de cette méthode. Cette méthode permet de vérifier la qualité d’un
échantillon et de mesurer le parametre autour duquel tourne 1’échantillon.

13.5.3 Meéthode des poudres (Debye-Sherrer).

Une poudre parfaite est un ensemble de petits monocristaux orientés dans toutes les
directions. Quelle que soit 'orientation de la poudre, au moins un de ces cristaux satisfera
la relation de Bragg pour une famille de plans réticulaires donnée. En effet, chaque nceud
de Vespace réciproque Qpi; décrit une spheére de rayon Qpni = 27/dgp;. Cette sphere inter-
cepte la sphere d’Ewald suivant un cercle. Les rayons diffractés se situent donc sur un cone
s’appuyant sur ce cercle et donnent un anneau sur le cliché de diffraction.

On observe des raies de diffraction (voir exemple fig. 14.3), dont les positions angulaires
sont reliées aux distances dyp; distinctes du cristal satisfaisant la relation de Bragg. Les raies
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kd
Qhkl

Fi1GURE 13.9 — Construction d’Ewald pour une poudre. Une sphere de rayon Qpx; coupe la
sphere d’Ewald en un cercle (en gras) sur lequel s’appuie un cone de diffraction.

d’un diagramme de poudre contiennent donc les contributions de plusieurs noeuds, dont le
nombre s’appelle la multiplicité de la raie. Par exemple dans un cristal cubique la multiplicité
de la raie correspondant au plan (100) est 6. La méthode des poudres donne une trés bonne
précision sur les parametres de maille. La mesure des intensités des raies est néanmoins plus
délicate que dans le cas de monocristaux & cause des problemes de multiplicité. Aussi, la
méthode des poudres est-elle utilisée quand on n’a pas de monocristaux de bonne qualité.
Les matériaux nouveaux (par exemple les supraconducteurs a haute température critique ou
les cristaux & base de Cgg) ont été obtenus initialement sous forme de poudre.

13.6 Intensité intégrée d’une réflexion de Bragg

Nous verrons au § 13.8 que pour déterminer la structure d’un cristal, il faut mesurer
le carré des facteurs de structure d’un grand nombre de taches de Bragg. Ces quantités
ne peuvent s’obtenir qu’en mesurant I'intensité intégrée des réflexions de Bragg, pour les
raisons expliquées dans ce paragraphe. On appelle intensité intégrée d’une tache de Bragg,
lintégration dans l'espace (tridimensionnel) de lintensité « contenue » dans un nceud de
I’espace réciproque. La construction d’Ewald permet de comprendre que cette intégration
s’obtient en mesurant 'intensité diffractée lorsque le nceud traverse la sphere d’Ewald. Nous
allons voir que l'intensité obtenue est bien proportionnelle au carré du facteur de structure de
la réflexion de Bragg considérée, mais que des facteurs géométriques interviennent également.

Les intensités intégrées peuvent se mesurer avec des « détecteurs » bidimensionnels,
comme des films ou des imaging plates qui permettent de mesurer un ensemble de taches de
Bragg simultanément. Une oscillation du cristal est alors nécessaire pour intégrer les intensi-
tés. Cependant, I'instrument adapté a la mesure des intensités intégrées est le diffractometre
quatre cercles, schématiquement représenté fig. 13.10. Trois cercles permettent d’orienter le
cristal de maniere a ce que le plan de diffraction soit toujours horizontal. Un détecteur ponc-
tuel peut se déplacer en 26, dans le plan de diffraction. Des fentes devant le détecteur sont
ouvertes de maniere a laisser passer toute l'intensité d’une réflexion de Bragg. Une rotation
du cristal dans le plan de diffraction permet de mesurer l'intensité intégrée de cette réflexion.
L’intensité est donc mesurée pendant qu’un nceud, dont la largeur angulaire est donnée par
la fonction ¥(q), traverse la sphére d’Ewald.

Le calcul suivant permet de justifier cette procédure. On veut calculer l'intensité intégrée
d’une réflexion de Bragg (hkl), obtenue en intégrant pendant le temps At I'intensité diffractée
dans l'angle solide A2 autour de la direction de diffusion (voir fig. 13.11). Ce temps doit
étre tel que pendant la rotation d’un angle Aa = o/ At, le nceud considéré traverse la sphere
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FIGURE 13.10 — Représentation schématique d’un diffractometre « quatre cercles ». Les
angles w, x et ¢ (les angles d’Euler), permettent d’orienter 1’échantillon. Le détecteur peut
tourner dans le plan horizontal d’un angle 26.

d’Ewald. L’angle AQ doit étre suffisamment grand pour mesurer l'intensité contenue dans
¥(qa — Qpp), mais suffisamment petit pour ne mesurer que la réflexion (hkl). L’intensité
intégrée est alors donnée par :

Iy do 2 [2(a— Q)|
I =— — F — R dQ 13.6.1
v L (), e e e (1361)

L’angle solide vaut dQ2 = dS(A\/2m)?, ou dS est I'élément de surface de la sphere d’Ewald
délimité par df). Pendant la rotation de da, cet élément de surface balayera un élément de
volume réciproque dv* égal a :

4msin 6 (27)3 sin 20

dv* = dSqcosfda = dS cos Oda = dQda i

(13.6.2)

L’intensité intégrée diffractée vaut donc :

IO dO' )\3 9 |Z(q)|2
=o\a),, @nrsmas © : 13.6.
o <d9)th (27T)3sin29| i / 2 (13.6.3)

soit, en utilisant 11.3.11 et 12.3.18 :

Iy ,(1+cos?20) 3|Fhkl\2v

T ol ¢ 2sin26 v2 (13.64)

Cette expression montre que l'intensité intégrée est proportionnelle au volume du cristal et
au carré du facteur de structure Fjy;.

Le facteur géométrique contient le facteur de polarisation (1 + cos? 26)/2 et le facteur dit
de Lorentz A\3/sin20. Cette expression suggere que l'intensité diffractée est d’autant plus
forte que la longueur d’onde utilisée est grande. Il faut cependant tenir compte du fait que
les coefficients d’absorption augmentent avec le cube de la longueur d’onde.
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FI1GURE 13.11 — Définition géométrique de I’élément de volume dv* intervenant dans le calcul
de l'intensité intégrée d’une réflexion de Bragg (hkl).

13.7 Extinctions dues aux opérations de symétrie non-
symorphiques
13.7.1 Réflexions a glissement.

On consideére une réflexion a glissement orthogonale a la direction = et de glissement
7 = ¢/2. Un atome en position générale zyz sera donc transformé en Ty(z + 1/2). La contri-
bution au facteur de structure de cet atome xyz s’écrira :

f(e—2i7r(ha;+ky+lz) + e—2i7r(—ha:+ky+l(z+l/2))) — f(e—2i7r(ky+lz)(e—2i7rhw + (_1)16—2i7rh$)

Cette expression montre que si h = 0, ce terme sera toujours nul si [ = 2n+1. Il y a une
condition d’extinction systématique qui s’écrit :

(Okl) 1=2n+1 (13.7.1)

On montrerait de méme que toutes les réflexions a glissement de glissement 7 ajoutent une
condition supplémentaire d’existence des réflexions de Bragg qui s’exprime :

Si q est dans le plan du miroir, q - 7 = 27n

Dans 'exemple précédent, q = kb* + Ic*, et q - 7 = 27l/2 = 2wn. Les taches (0kl) existent
sil=2n.
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Axe2 Projection selon <010> Coupe selon b*

e

)

AAA
VOV

Cristal Réseau réciproque

FIGURE 13.12 — A gauche, structure schématique d’un cristal de maille (a,b) ayant une
symétrie 2. Au centre, projection de cette structure le long de 'axe 2;. A droite, réseau
réciproque. Les noeuds (01) I # 2n sont éteints.

13.7.2 Translations hélicoidales

On cherche les conditions d’extinction dues & une translation hélicoidale N,, dans la
direction z. C’est une rotation d’ordre N, suivie d’une translation mc/N = 7. Nous pren-
drons I'exemple d’un axe 27 qui transforme une position générale zyz en Zg(z+1/2). Pour un
atome quelconque en position générale x,y, z , le facteur de structure de la maille contiendra
le terme :

f(e—2i7r(hac+ky+lz) +€—2i7r(—h9c—ky+l(z+1/2))) — f(e—2117rlz(e—21i7r(h:c+ky) +(_1)le—2iﬂ(—hx—ky)>)

(13.7.2)
Une réflexion sur un plan (00l) sera éteinte si [ = 2n + 1.De maniére générale, pour une
translation hélicoidale NN,,, la condition d’existence s’écrit :

Si g est parallele a 'axe de rotation, q - 7 = 27n (n entier)

Par exemple pour une rotation hélicoidale 65 suivant ¢ (7 = ¢/3), les réflexions (00!) ne
vérifiant pas [ = 3n seront éteintes.

13.7.3 Interprétation des conditions d’extinction.

Revenons a lexpression de I'amplitude diffusée A(q)= [ piot(r)e *@*d®r. En définissant
r, et ry, les composantes de r orthogonales et paralleles a q, on peut écrire :

a@ = [ ([ outrrs) ey = [i(puatene e, (13.73)

Cette expression montre que I'amplitude de diffusion est la transformée de Fourier de la
projection de la densité électronique sur la direction q. D’apres le § 6.5.3, elle est égale a la
coupe de la transformée de Fourier de la densité électronique dans la direction q.
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Prenons ’exemple d’une structure contenant une rotation hélicoidale 2;, comme celle
représentée figure 13.12. La projection de la densité électronique de la structure dans la
direction de I’axe 2; fait apparaitre une périodicité b/2 deux fois moindre que la période
du cristal dans cette direction. La transformée de Fourier de cette projection, c’est-a-dire
la coupe de 'espace réciproque le long de b*, a donc une période 2b*. Lorsque 'on a une
opération de symétrie non-symorphique, une nouvelle périodicité de translation apparait
quand on projette la structure sur 1’élément de symétrie considéré, ce qui éteint certains
neeuds du réseau réciproque. Cette propriété est extremement utile pour déterminer les
groupes d’espace des cristaux.

13.8 Principe de la résolution des structures

La transformée de Fourier de la densité électronique totale du cristal infini 13.2.1 est
donnée par :

. . 1
/ptot(r)eﬂq.rd:sr = F(q) Z e~ ARy - ZFhkz5(q — Qurt)s (13.8.1)

uvw hkl

ce qui permet d’exprimer la densité électronique par la transformée de Fourier inverse

1 .
prot(r) = */Fhkl 25(01 — Qur)e' T dPr, (13.8.2)
v hkl
soit :
1 )
pron(wyz) = = 3 Fpae etttz (13.8.3)
hkl

Ce résultat simple mais fondamental exprime que la fonction densité électronique pior(zyz),
fonction triplement périodique, admet un développement en série de Fourier dont les coef-
ficients sont les valeurs prises par le facteur de structure de la maille aux nceuds du réseau
réciproque. Les conséquences de ce résultat sont immédiates : si on pouvait connaitre tous
les facteurs de structure Fjy;, la structure serait immédiatement résolue. Cependant :

- On mesure leur module au carré, pas leur phase. Tout le probleme de la résolution
d’une structure consiste a trouver des méthodes pour trouver les phases de Fji;. Cest le
probléme des phases.

- On ne peut pas mesurer toutes les intensités des noeuds Qpx;, mais seulement les inten-
sités de ceux qui sont dans une sphere de rayon 2/\. Ceci revient & multiplier la transformée
de Fourier de ptot(r) par une fonction coupure L(s). On obtiendra donc la convolution de
piot(r) par la transformée de Fourier de L(s), qui est approximativement une fonction de
largeur A\/2. C’est la précision maximum que 1’on peut obtenir sur p;o:(r), d’ott 'interét de
travailler & des longueurs d’onde courtes (par exemple A/2 = 0,353 A pour MoK,).

Exemple. Les structures actuellement les plus difficiles a résoudre sont celles des assem-
blages de macromolécules biologiques. Le nucléosome est ’ensemble formé par une portion
d’ADN enroulé autour de quatre paires de protéines appelées histones. Les nucléosomes sont
reliés entre eux par des portions d’ADN comme un collier de perle, qui se structure également
pour former la chromatine des chromosomes.
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La figure 13.13 montre un cliché de diffraction X réalisé & VESRF [51] ( A = 0,842 A)
obtenu sur un cristal de nucléosome (orthorhombique, a = 108 A, b =186 j&, c =111 A,
groupe d’espace P212121). La structure est faite & 2 /OX, c’est-a-dire que les intensités ont été
mesurées pour les réflexions (hkl) telles que dpg < 2 A (avec les notations précédentes L(s)
a une largeur de 2 A). La figure montre une vue de face et de c6té du nucléosome. L’ADN est
une hélice droite qui tourne de 1,65 tour autour des quatre paires de protéines. On notera
que si ’ADN est une hélice droite, ’enroulement autour des protéines est gauche. Cette
étude a pu mettre en évidence des distorsions de ’ADN au voisinage de certains atomes des
protéines.

F1cURE 13.13 — Cliché obtenu au centre de rayonnement synchrotron ESRF sur un cristal
de nucléosome. Le cristal oscille de 0.4° et le temps de pose est 90 s. 570 clichés de ce type
ont permis de mesurer 4.228.118 intensités de taches de Bragg.

Fonction de Patterson : p;.:(r) est la densité totale du cristal, calculons Uintégrale :

P(r) = / Prot(W)pror(u+r)d’u (13.8.4)
Maille

En substituant le résultat de la formule 13.8.3, on obtient :

1 . !, ’ ’ : ’ ’ !
'P(r) = — Z Z Fhleh’k’l’e_QZﬂ(h z+k'y+1'w) /// eQwr(h—h Yut(k—k")v+(1—1 )“’dudvdw

v?
hkl W'kl
(13.8.5)
L’intégrale sur la maille sera nulle sauf si h = —h/, k = =k, | = —I'. Comme F;7; = Fj,,
on trouve :
1 )
P(r)== 3 |Fppl” e2imthathy+tw) (13.8.6)

U hkl
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FIGURE 13.14 — Vue de face et de coté de la structure du cceur du nucléosome obtenue &
partir de la diffraction des rayons X.

FIGURE 13.15 — Fonction de Patterson P(r) (& droite) d’un cristal 2D formé d’une molécule
de benzéne. P(r) est maximum pour toutes les distances caractéristiques (fleches) de la
molécule et son intensité dépend du nombre d’atome qui coincident apres translation. La
molécule de benzeéne est difficilement reconnaissable & partir de P(r).
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La fonction P(r) est appelée fonction de Patterson ou d’autocorrélation densité électronique-
densité électronique. Tout comme la fonction densité p;p:(r), elle est également périodique
et admet un développement en série de Fourier dont les coefficients sont les termes |Fhkz|2,
mesurables par une expérience de diffraction. Cette fonction est cependant souvent com-
pliquée comme le montre ’exemple simple du benzéne (voir fig. 13.15). Elle peut avoir une
utilité si un des atomes est plus lourd que tous les autres et pondere ainsi la fonction de
Patterson. C’est la méthode de ’atome lourd.

Pour résoudre les structures, on utilise maintenant des méthodes directes, visant a dé-
terminer la phase des Fj,x;. Ce sont des méthodes statistiques qui permettent, de proche en
proche, de déterminer la phase des facteurs de structure de certaines réflexions, connaissant
la phase de certains autres. On obtient alors la densité d’une maille par la formule 13.8.3.

13.8.1 Centrosymétrie (effet des f’, £)

Qu’un cristal soit centro-symétrique ou non, la diffusion ajoute un centre de symétrie.
Ceci est particulierement génant pour étudier des composés non-centrosymétrique ou chi-
raux. Une méthode consiste a utiliser la diffusion anomale. En travaillant avec un rayon-
nement dont 1’énergie proche de celle d’'un seuil d’absorption, le facteur de diffusion est
complexe et la loi de Friedel n’est plus vérifiée pour ces composés. Les premieres structures
de molécules chirales furent déterminées en 1951 [41].
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Chapitre 14

Les cristaux désordonnés

Rappelons que le désordre de premiere espece, que ce chapitre étudie, s’observe dans des
matériaux possédant déja un ordre & grande distance. L’idée développée dans ce chapitre est
que la diffusion par un cristal désordonné est formée de pics de Bragg, traduisant I’existence
de lordre a grande portée, et d’une diffusion de plus faible intensité, la diffusion diffuse,
caractéristique du désorde. Cette diffusion diffuse, suivant les conditions d’expérience, peut
apparaitre lisse ou formées de tavelures (diffraction cohérente).

14.1 Expression générale de ’intensité diffusée

On considére maintenant un cristal désordonné, dans lequel le contenu d’une maille de
position Ry = 1y, dépend de n. L’amplitude complexe de diffusion s’écrit :

A@) = 3 Ful@)e @R = 37, (q)e=a (14.1.1)

uvw

Le module au carré de cette amplitude vaut :

A* (q)A(q) _ Z F:; Fn/efiq-(rnz —ry)

> <Z F;Fn+m> e~ (14.1.2)

ol Iy =Ty + 1y et Fiygy est le facteur de structure de la maille située en r,, + r,,.
Comme au chapitre 12, introduisons la moyenne spatiale de F¥Fy 4, :

1 .
Nom) 27; F*Frim (14.1.3)

ot N(m) est le nombre de mailles sur lesquelles on effectue la somme. D’apres la définition
de V(r) (équation 12.3.9), ce nombre vaut N(m) = V(r,,)/v. Cette moyenne converge vers
la moyenne statistique (F{f F,,) quand N(m) devient trés grand. On peut alors écrire :

> FjFopm = N(m) (F§ F) + Am) | (14.1.4)

n

ou A,, est le terme de fluctuation par rapport & la moyenne, qui vérifie lim A, =0.

171
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En substituant dans ’équation 14.1.2, on trouve :

A (QA(Q) = 3 N(m) (F Fu) + Ag) e (14.L.5)

Cette expression peut encore se décomposer en introduisant les écarts aux facteurs de struc-
ture moyens
tn = F — (Fy). (14.1.6)

On obtient :

(FoFm) = (((Fp) + &n) (Futm) + dnim)) (14.1.7)
[(E) + (50m)-

La formule la plus générale donnant 'intensité diffusée instantanée I(q) par un cristal désor-
donné est donc une somme de trois termes :

i) = |y AT Rl (14.1.8)
hkl

Ipp(@) = > N(m)(g5dm)e " d™n (14.1.9)

Is(q) = ZN(m)Ame_iq-rm (14.1.10)

Le premier terme est le terme de diffraction. L’intensité des taches de diffraction est
donnée par le module au carré de la moyenne statistique du facteur de structure d’une maille.

Le deuxiéme terme est le terme de diffusion diffuse. 11 est relié a la transformée de
Fourier du terme de corrélation (¢§¢m). Il est responsable d’une large diffusion, qui n’est
plus localisée en des endroits précis de I’espace réciproque. Cette diffusion diffuse est carac-
téristique de [’écart a la périodicité parfaite.

Le troisieme terme est le terme de tavelure ou de speckle. Il dépend de la transformée
de Fourier de A,,. Ce terme est responsable des petites taches visibles dans la figure sur
certains diagrammes de diffraction obtenus avec une illumination cohérente (voir fig. 12.3).
Il dépend de la configuration exacte des atomes dans le volume illuminé.

Comme nous 'avons déja noté au chapitre 12, le terme de speckle disparait si le temps
de mesure est plus long que le temps caractéristique des fluctuation de A,,, ou si le faisceau
incident n’est pas assez cohérent pour le mesurer. Ce lissage revient mathématiquement a
prendre la moyenne statistique du systeéme. Ainsi, un faisceau faiblement cohérent permet
de réaliser naturellement une moyenne statistique du systéme étudié. Nous ferons cette
hypothese dans la suite.

La diffusion diffuse a un certain nombre de propriété discutées ci-dessous. Si (¢fd., ) tend
rapidement vers 0, N(m) ~ N et l'intensité de la diffusion diffuse s’écrit :

Ipp(a) =N <Z (PoPm) e”q'“m> =N | (@5¢0) + Y ($5bm) e 4T (14.1.11)

m m7#0

Cette diffusion est proportionnelle a IV, alors que 'intensité au pic d’une réflexion de Bragg
est proportionnelle & N2. On voit de plus que le premier terme, proportionnel & (¢fdo),
existe quel que soit le désordre : c’est le terme d’autocorrélation. Le deuxieme terme est nul
dans le cas d’un désordre total car si m # 0 :

(Dnbntm) = (D) (Dntm) =0 (14.1.12)



14.1. EXPRESSION GENERALE DE I’INTENSITE DIFFUSEE 173

a) b)

FIGURE 14.1 — Molécule de Cgg a) et représentation de la maille du Cgg solide b).

F1aURE 14.2 — Cliché de précession du Cg solide dans sa phase plastique. La diffusion diffuse

a la forme de deux halos.

Intensité

q (&Y

FIGURE 14.3 — Diagramme de poudre du Ceo solide & 295 K. Les raies de Bragg et les deux
halos de diffusion diffuse autour de 3,5 A et 5,5 Aapparaissent clairement.
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S’il n’est pas nul, la diffusion diffuse sera modulée a 1’échelle de la zone de Brillouin.

Les figures 14.2 et 14.3 donnent un exemple de diffusion diffuse observée dans les cris-
taux de Cgo. La molécule de Cg est une molécule de symétrie icosaédrique ayant la forme
d’un ballon de football (fig. 14.1a)). & température ambiante, le cristal possede une struc-
ture cubique faces centrées (groupe Pm3m), dont les molécules de Cgp occupent les nceuds
(fig. 14.1b)). Cependant, les molécules tournent autour de leur centre de gravité et sont
donc désordonnées. Un tel cristal est parfois appelé cristal plastique. Sur le cliché de dif-
fraction (fig. 14.2), on observe une diffusion diffuse en forme de halos de faible intensité,
caractéristiques du désordre des molécules de Cgg.

On peut démontrer une relation fondamentale pour les corps désordonnés :

/I(q)eiq'rqu = <</ A(q)eiq'rdgq) * (/ A*(q)eiqrd3q>> (14.1.13)

(p(x) * p* (1))
/ (o (~u)p(r — u)) d*u

- / (p(wp(r +w)) d®u

On retrouve encore que la transformée de Fourier (inverse) de intensité est égale a la
fonction de Patterson du cristal (formule de Parseval-Plancherel). On en déduit :

/I(q)d3q:/<p2(u)>d3u. (14.1.14)

Comme le nombre d’atomes irradiés est constant quel que soit le degré de désordre du cristal,
ce terme est une constante : 'intensité se conserve dans ’espace réciproque. Dans un cristal
désordonné on a un transfert d’intensité des taches Bragg a la diffusion diffuse. Nous allons
en voir une illustration dans le chapitre suivant.

14.2 Désordre de déplacement : les phonons

On considere pour simplifier un cristal contenant un atome de masse M par maille. La
position instantanée de cet atome sera donnée par

r, + u,(t) (14.2.1)

Dans 'approximation harmonique, le potentiel d’interaction ® entre deux atomes s’écrit ! :
d =)+ ¢ (Wpp1 —uy)? (14.2.2)
2
n

Remarquons qu’avec ce potentiel, la variance de la distance premier voisin o2 est donné par

lintégrale Gaussienne sur tous les déplacements u, (d est le nombre de composantes de
u,) :

o2 = J (1 — u,)? exp(—@/kpT)dN u, _ dkBT

[ exp(—®/kpT)dNu, [

(14.2.3)

1. Nous supposerons pour simplifier que les constantes élastiques sont les mémes dans les trois directions.
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Apres résolution de I’équation de mouvement, on exprime le déplacement d’'un atome
sous la forme d’un développement en modes propres :

1 ik 1 ik
u,(t) = ——= €akQak(t)e™™ = — ug(t)e < 14.2.4
(t) TN kE,a kGok(t) Wi Ek k(t) ( )

ou k est le vecteur d’onde du mode appartenant a la premiére zone de Brillouin et « indexe
le nombre de branches de phonon. €, (k) est la polarisation du mode, c’est-a-dire la direction
dans laquelle les atomes se déplacent pour ce mode de vibration. Les grandeurs gk (t) sont
les coordonnées normales. Dans le cas de cristaux 3D, on peut définir rigoureusement les
fréquences de vibration des modes propres w, (k) et obtenir la propriété statisque suivante :

B heoa (K) kT
<QO£kqa—k> = 2wa(k) COth( 2%kpT )kBT>>hwa(k§ wg(k)

(14.2.5)

En introduisant la vitesse du son v,, la relation de dispersion peut étre linéarisée aux
faibles vecteurs d’onde k :
C
wa (k) = v, k| = ay/ Mk (14.2.6)

kJBT 0’2
<Uku,k> = m = W2k2 (1427)

On obtient alors :

14.2.1 Facteur Debye-Waller

En prenant 'origine & la position moyenne de I’atome, le facteur de structure moyen de
la maille est :

(Fu(s)) = f (e7amn) (14.2.8)
dont on peut prendre une valeur approchée en développant I’exponentielle :
(e7"aMn) =1 — (iqu,) — 1/2((q.u,)?) (14.2.9)

Le second terme est nul en moyenne par définition de u,. On peut alors réexprimer cette
quantité sous forme exponentielle (on montre que pour un cristal harmonique on a une stricte
égalité : c’est Vapproximation Gaussienne [3]) :

(e-iatn) = /2@ ) (14.2.10)

L’intensité au pic d’une tache de Bragg s’exprime donc :

I(q) = N2 |(Fu(@))|* = N2 f2e=2V, (14.2.11)

o 1/2{(qu,)*) =W (14.2.12)

Le facteur e =2V s’appelle le facteur Debye-Waller. Il est toujours inférieur & 1, ce qui indique

que lintensité diffractée est diminuée d’une quantité dépendant de 'amplitude de fluctua-
tion. On peut comprendre qualitativement cet effet de la maniere suivante. Lorsque q est un
vecteur du réseau réciproque, toutes les mailles diffusent en phase. En présence d’agitation
thermique, les ondes diffusée ne sont plus exactement en phase. L’intensité diminue d’au-
tant plus que le vecteur de diffusion est grand. Comme l'intensité des réflexions de Bragg a
diminué, elle se retrouve dans la diffusion diffuse que nous allons calculer au § 14.2.2.
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Estimation du facteur Debye-Waller Le facteur Debye-Waller peut-étre estimé simple-
ment. A haute température, c’est-a-dire quand les fluctuations quantiques sont négligeables
devant les fluctuations thermiques, on peut appliquer le théoreme d’équipartition de I’éner-
gie en supposant (modele d’Einstein) que chaque atome vibre indépendamment des autres
atomes a la fréquence moyenne w.

%sz (u?) = ngT (14.2.13)
En remarquant que :
W = % {(qu,)?) = %qQ (u*) {cos® sy, ) = % (u?), (14.2.14)
le facteur Debye-Waller s’écrit :
o kT

exp(—2W) = exp(—q ) (14.2.15)

Muw?
Ce facteur est d’autant plus grand que l’angle de diffusion est grand (le désaccord de phase
entre maille plus important) et que la température est haute ou la fréquence de vibration
basse (les déplacements sont plus importants). Dans le cas d’un cristal & plusieurs atomes
par maille, on exprime le facteur de structure en multipliant chaque amplitude de diffusion
atomique par un facteur de température e="s :

(Fu()), = > fye”eman (14.2.16)

Les écarts quadratiques moyens dans les solides a température ambiante valent générale-
ment :

V() ~ 0,05 0,10 A (14.2.17)

dans les matériaux inorganiques et peuvent atteindre 0.50 A dans les corps organiques. Le
critére empirique de Lindemann dit qu’un cristal fond lorsque /(u?) est de Pordre d’un quart
de la maille d’un cristal. Comme nous venons de le voir, la quantité <u2> est directement
mesurable par une expérience de diffraction des rayons X (ou des neutrons thermiques).

Calcul de W Le facteur Debye-Waller peut se calculer plus précisément en utilisant la
théorie du cristal harmonique. En subsituant la formule 14.2.4 donnant u,,, dans I’expression
de W, on trouve :

W o= -{(qu,)?) (14.2.18)

1 ; /
= sxir O (@) (@) (dar(B)gane (1) (0F )
k.k/ a,a’

DN | =

n

Comme les temps de mesure sont longs devant les temps caractéristiques des vibrations
atomiques, la moyenne temporelle peut s’assimiler & une moyenne statistique (hypotheése
ergodique), non-nulle que si k = —k’ et a = o'. Cette moyenne est donnée par I’expression
14.2.5. La deuxiéme moyenne est une moyenne spatiale qui n’est non nulle que si k + k' est
nul. On obtient donc :

W= oN Z(q.Gak)2ﬁa(k) Coth(h;‘;;(;) ), (14.2.19)

e’




14.2. DESORDRE DE DEPLACEMENT : LES PHONONS 177

qui se simplifie & haute température (kpT > hiw, (k)) :
1 5 kpT
W= IN kza:(q'eak) ng(k)

Cette expression peut s’estimer en passant en notation intégrale. En utilisant :

NaP ’

D
/ Pk = 27) (14.2.20)
1¢ZB k

ou D est la dimension de I’espace, on obtient la formule générale suivante donnant I’expres-
sion du facteur Debye-Waller :

Dk € We
exp(—2W)=exp{ a? [l.,5 gﬂ)DZ aCt :‘(‘1)() coth(h%B(;f))} (14.2.21)

Influence de D sur le facteur Debye-Waller : absence d’ordre a grande distance si
D <2 Dans l'approximation de Debye (voir [3] p.458) 2, les relations de dispersion w, (k)
sont linéarisées de la méme fagon et on calcule l'intégrale donnant W sur une sphere dont
le rayon est de I'ordre du vecteur de Debye kp.

D 2
w=_1 / WX
2(27{') |k|<|kp |C’a k

L’intégrale étant gouvernée par la divergence de w;?(k) ~ k=2 aux petits vecteurs d’onde,
le résultat dépend de la dimension de I’espace D. Pour un cristal de taille caractéristique L,
on trouve :

kpT oy dk »
D=1 W~¢g Tl Lf’l ﬁ ~ A (L—kg) exp(—2W) ~ exp(—2LA;)
D=2 W~ kBT ff ~ AsIn(Lkp) exp(—2W) ~ L~242
kBT akpT _ , Sh°T
D= ~q 2“ g2 — Lt —2W) ~
3 W fff dk ~ 120 (kp ) exp(—2W) ~ exp(—q Mk T2 )
(14.2.22)

Si D < 2 le facteur Debye-Waller tend vers zéro quand la taille du cristal tend vers l'infini :
les fluctuations y/(u2) par rapport aux positions périodiques divergent. Ceci confirme que
les fluctuations thermiques détruisent 'ordre a grande distance dans un systeme de dimen-
sion < 2. Physiquement, on peut comprendre ce phénomeéne en remarquant que ce sont les
déformations élastiques de grande longueur d’onde qui détruisent ’'OGD et qu’elle cotitent
tres peu d’énergie (w?(k — 0) — 0). Quand D < 2 ces déformations ont un poids domi-
nant dans l'espace réciproque, ce qui n’est plus le cas dans un cristal tridimensionnel. Nous
montrerons au chapitre suivant en calculant la fonction de corrélation de paire qu'a D =1
Pordre est & courte portée et & D = 2 & quasi-grande distance (voir § 2.2). La forme du
facteur Debye-Waller, exponentielle a 1D et en loi de puissance a 2D est reminiscente de ce
résultat.

2. a 3D, le vecteur de Debye est donné par vk% = 672. La température de Debye est définie par kpTp =
hvakp. Elle est de I'ordre de 300 K pour les métaux de transition.
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14.2.2 Diffusion diffuse thermique dans les cristaux 3D.

Calculons le terme de diffusion diffuse correspondant aux vibrations thermiques du cristal
harmonique :

1 .
I = - V m . n+m _lq'rm7 14223
pp(q) v %: (Tm) (D, Pntm) € ( )
ou le terme (¢} Pn1m) vaut :

(@bntm) = (Fi ) = [(F)[* = f2 ((e7a0memmm)) - e=2W) - (14.2.24)

En utilisant les mémes arguments qu’au § 14.2.1, on obtient en développant le double pro-
duit :

<e_iq'(“"+m_“") > = e 3(@@npm—u)?) (14.2.25)

672We((Q~u1L+"")(Q~u'ﬂ)> ,

ce qui donne :
R <e<<q.un+m><q.un>> _ 1) (14.2.26)

= f2e_2W (- upim)(q.uy,))

En substituant cette expression dans celle donnant l'intensité de la diffusion diffuse 14.2.23
on trouve :

f2em2W )
Top(a) = T V() (@t pm) (@) e (14.2.27)
S S VEm) Y. (qea)(@fane) (Gakdoric) <ei(k'r"+’"+k"r")> e i Tm

'UNM ooy Kok o n

Comme on 'a vu au paragraphe précédent la moyenne spatiale du terme exponentiel est
nulle sauf si k = —k’ et vaut

<ei(k.rn+m+k’.rn)> — <ei(k+k’).rn+k.rm> _ eik.rm’ (14228)
d’autre part, la moyenne statistique de {gaxqo/k’) est non nulle si k = -k’ et @ = /. La
diffusion diffuse thermique vaut donc :

Ipp(q) = M Z(q~6ak)2 (GakGo—x) Z V(rm)e—i(q—k).rm (14.2.29)
vINM - —
fre W 2 (a))?
= —_— Ca (6% o— . 6 - k -
NI kZ(q €ak)” (¢akda—k) 2 % (a Qnix)

Chaque mode de phonon donne naissance a une paire de satellites en +k et —k par rapport
aux taches de Bragg, dont la forme est donnée par |%(q)|*. En sommant sur tous les modes de
vibration du réseau, la diffusion diffuse thermique apparaitra comme une diffusion continue
autour des taches de Bragg (voir fig. 14.4). Comme [¥(q)|* a un maximum égal & N2,
on retrouve le fait que la diffusion diffuse est proportionnelle & N. Il est important de
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comprendre que dans un cristal 3D, la température ne detruit pas 'ordre a grande distance.
La largeur des taches de Bragg est indépendente de la température mais leur intensité
diminue et se retrouve sous forme de diffusion diffuse.

FPe W h(q.eax)? hwea (k)
I = k) =N th 14.2.30
pp(a = Quy, + k) M2 2un(k) coth( kg T ) ( )
En utilisant I’approximation haute température :
kgT
akda—k) ) 14.2.31
(oxtos) = (14.2.31)
I'expression de la diffusion diffuse due aux phonons devient :
Ipp(q= Qi + k) = Nf2e 2Wk TZ (. Eal((l){) (14.2.32)

Les modes ayant les fréquences les plus basses - les modes acoustiques ou les modes
mous - donnent une diffusion diffuse plus intense. En effet, un mode de basse fréquence a
une grande amplitude de vibration (on peut s’en convaincre par le théoréme d’équipartition
de lénergie). Comme l'intensité diffusée est proportionnelle au carré du déplacement (voir
eq. 14.2.27)) elle augmente pres des réflexions principales. En particulier, pour de petits
vecteurs d’ondes, la fréquence d’'un mode acoustique est proportionnelle au vecteur d’onde.
Si v, est la vitesse de propagation du mode «, on a, au pied des réflexions de Bragg une
diffusion en 1/k? donnée par :

6ozk

T (14.2.33)

Ipp(a= Quy +k) = Nf2e 2k TZ 4

~1/K?

Qhkl Qhkl

=

FIGURE 14.4 — Représentation schématique de la diffusion diffuse thermique. Chaque mode
de phonon donne naissance a deux pics situés a +k des taches de Bragg. Le partie grisée
représente la diffusion diffuse thermique obtenue en sommant sur tous les modes de pho-
nons. Elle se comporte en 1/k? en premiére approximation. L’intensité de cette diffusion par
rapport a celle de la reflexion de Bragg est tres exagérée sur la figure.
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Fréquence (Thz)

z
Vecteur d'onde

FiGUurE 14.5 — Diffusion diffuse thermique dans un cristal de silicium & température am-
biante. A gauche, diagrammes de diffraction expérimentaux. Le faisceau de rayons X incident
est dans les directions (111) a) et (100) b). A droite en pointillé, courbes de dispersion de
phonons obtenues en ajustant les diagrammes expérimentaux. Les cercles vides et pleins
indiquent les mesures obtenues par diffusion inélastique de neutrons. Les diagrammes c) et
d) sont calculés (d’apres ref. [43]).
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Le terme de polarisation (q.c,i)? implique que l'intensité est faible aux petits angles,

ce qui est caractéristique d’un désordre de déplacement. On voit de plus quun type de
phonon ne peut étre étudié que dans certains endroits du réseau réciproque. Ainsi, un phonon
transverse se propageant dans la direction k donnera une diffusion forte si le vecteur de
diffusion q est orthogonal a k. Notons enfin que pour un vecteur k donné, la diffusion est
la somme sur toutes les branches de phonons : les rayons X ne permettent pas de distinguer
les branches optiques des branches acoustiques. C’est la diffusion des neutrons qui permet
de mesurer les énergies des branches de phonons (voir § 15.2.3).

14.2.3 Influence de D sur la diffusion thermique

Le calcul précédent montre qu’une expérience de diffraction réalise une « décomposition
harmonique » des vibrations de réseau. Dans un cristal tridimensionnel, les informations
sur un mode d’excitation de vecteur d’onde k s’obtiennent en mesurant l'intensité diffractée
en Quir + k, ot Qpui est une vecteur du réseau réciproque. Afin de comprendre Ueffet de
Pagitation thermique dans un systeme de dimension D quelconque, nous utiliserons un autre
formalisme, en revenant & la définition de la fonction de corrélation de paire (FF, 1., ). Ce
calcul nous permettra de trouver les formes asymptotiques de cette fonction et den déduire
le comportement de l'intensité diffusée.

Reprenons le calcul de l'intensité diffusée. Dans le cadre de I'approximation Gaussienne,
cette moyenne s’écrit en supposant le systeme isotrope :

. 2
O 1) = (Fy Fog) /2 = (€70 —m)) = =5 BO0), (14.2.34)
o’
1
B(rm) = 5 (Wnpm —w)?). (14.2.35)

En utilisant le développement en série de Fourier 14.2.4 de u,, B(r,,) s'écrit :

1 . /
Blrn) = o> (1—expkrn)(l—expk'x,) () <el(k+k >~rn>>n(14.2.36)
k.k’
2

= —— Y (1—cosk.r,,)(uu_y),
DN -

ou, en représentation intégrale :

D
Bp(ry,) = —22 - / (1 - cosk.rp) (weu_y) dPk. (14.2.37)

D(2)

On peut estimer cette intégrale dans le cadre de la théorie élastique, en utilisant (ugu_x) =
QZ—; (voir 14.2.7). L’intégrale dépend de la dimension de l'espace, comme précédemment.
On introduira dans la suite une coupure des grands vecteurs d’onde A (de lordre de 27/a).
Les intégrales s’écrivent alors :

3. Le coefficient 1/D vient du fait que la valeur moyenne d’un cosinus au carré dépend de la dimension
de I’espace : (cos?0) = 1/D.
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D=1 Bi(zm) = 27m foA Mdkz

D = 2 BQ(rm) - 24% OA % [i 07‘-(1 — COS(kT’m COS 9))d0:| = % fOA 4(17‘]0(:7‘711))‘“9

D=3 Bs(ry)= 2“‘7 fo dk [5= [y (1 — cos(krm cos 6)) sin fdf] = a:; fOA dk {1 — %}

(14.2.38)
Ces intégrales sont calculables exactement pour D = 1 et 3, mais on ne peut que ’estimer
asymptotiquement x,, — oo pour D = 2. On trouve :

D=1 By(a,) =43 {%+|$m|5i(l\|wm\)} U2|xm\

2ma
D=2 By(ry) =g [ Otolbrm)dk (I Ay, + )
D=3 Bs(r,) =% [A—&mm)} e
(14.2.39)
Si est la fonction sinus intégral définie par Si(z) = [ #2tdt (avec Si(z) = 3), et Jo(krm,)

est la fonction de Bessel d’ordre 0, déja rencontree au§ 7. 2 et v ~ 1 une constante dépendant
de la coupure.

Ces calculs montrent que pour D < 2, Bp(r,,) diverge, ce qui indique que 1’écart moyen
entre deux atomes distants de r,, dévie de plus en plus de sa valeur périodique : [’ordre a
grande distance est détruit par les fluctuations thermiques. Ce résultat est intuitif a D =1
car il n’y pas l'effet des autres dimensions pour « retenir » les atomes dans leur position
périodique. La limite finie de Bs(r,,) traduit le fait que ’écart des positions des atomes
éloignés reste borné et que l'ordre reste a grande distance.

On en déduit les expressions de Cp(q,ry,) :

D=1 Ciq,Tm) mm== eXP(*qzo ‘I;nl)

2 2
D=2 Ca(dtn) s exp(— 12" i ) (14.2.40)
D=3 Cs(qrm) sz oxp(— L) = exp(—2WW)

La fonction Cp(q, r,,) est importante car elle entre dans le développement de la fonction
de corrélation de paire de la densité électronique. Ceci peut se montrer de la maniére suivante.
D’apres 13.8.3 la densité électronique d’un cristal périodique s’écrit :

— 1 ZFhkleiQhkl'l‘
v

hkl

Pour décrire un systéme désordonné subissant un champ de distortions élastiques u(r), on
écrira de maniere générale :

1 .
_ - F iQnii-(r+u(r))
p(r) = ” hgkl hkLE

La fonction de corrélation densité-densité (p(r’)p(r’ +r)),, s’exprime alors :
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% E Fori oy <ei(Qh’“l+Qh’k’L')'r'>
(%
hklh' k'l

1 —1 T
= EZ|Fhkl|QCD(Qhkl,I')6 Qur (14.2.41)
hkl

eZ‘Qh/klll T <eiQhkl'u(I")eiQh/klll -u(r'+r)>

r’ r/

{p(r")p(r' + 1)), — p3 a des variations similaires & g(r) — 1. En utilisant la premiére compo-
sante de Fourier de cette expression (par exemple ¢o = |Q100| ~ 27/a) on obtient :

gp(r) ~ 14 2cos(qor)Cp(qo, ) (14.2.42)

On retrouve ainsi les résultats fondamentaux déja mentionnés dans le § 2.1 :

D = 1: La fonction de corrélation de paire g;(r) décroit exponentiellement vers 1 : [’ordre
3

2a_ ., _a” _
q3o? 27202 "
D = 2 : La décroissance de go(r) vers 1 est en loi de puissance. C’est une décroissance
tres lente, sans longueur caractéristique : l'ordre est a quasi-grande distance.
D = 3: g3(r) n’a pas de limite a 'infini, mais continue d’osciller. {’ordre a grande distance
est conservé. Les fluctuations thermiques ne sont responsables que d’une corrélation du

déplacement des atomes a courte portée. La coupure A est alors égale au vecteur d’onde de
q2akDrf2) _
672 -

est a courte distance, caractérisé par une longueur de corrélation £ valant £ =

Debye kp, ce qui permet de retrouver la valeur du facteur Debye-Waller exp(—
exp(—q? gi?g kp) = exp(—2W).
L’intensité diffusée est égale a :

I(q) = Nf*>_ Cp(qrp)e " a™m.
m
Il faut cependant prendre garde au fait que comme Cp(q,r,,) dépend de r,, et de q, on ne

peux pas utiliser les théoremes classiques sur les transformées de Fourier. A 3D, nous avons
réalisé le calcul de I(q) au chapitre précédent. Il peut se faire exactement & 1D.

Exemple unidimensionnel A 1D, l'intensité diffusée est donnée par la formule :

I(q)

NS Z o~ om|/€ p—ia.zm (14.2.43)

= NfQ(QZ e~ma/é cos(magq) — 1),
0

%. En utilisant le développement en série : >~ exp(—mt) cos(mk) = 5 +

on trouve :

avec £ =
sinh ¢
2cosht—2cosk’

sinh(¢%0?/2)

I(q) = NfQ(COSh(q202/2) — cos(aq) '

(14.2.44)

Pour des valeurs de o2 assez faibles, cette fonction est constituée d’un ensemble de fonctions
Lorentziennes, centrées en 2wh/a, dont la demi-largeur & mi-hauter Ag augmente avec g
comme

Aq = 21%h20? [a® = h?¢! (14.2.45)

Cette variation des largeurs des pics de diffusion est caractéristique d’un désordre de seconde
espece, comme nous 'avons déja signalé.
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FIGURE 14.6 — Projection du DIPS®,(I3)0.74 le long des chaines. Les points représentent les
chaines d’iode.

FIGURE 14.7 — Cliché de diffraction du DIPS®4(I3)0.74. L’axe des chaines est horizontal
(source [44]).
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FIGURE 14.8 — Intensité des strates de diffusion des chaines d’iode dans le DIPS®,(I5)0, 74.
a gauche, résultats expérimentaux, & droite calcul par la théorie harmonique (en tenant
compte du facteur de structure des I3). (Source [44])
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Le composé DIPS®4(I3)0,74 est un excellent exemple expérimental illustrant les notions
décrites plus haut. Le DIPS®,(I3)g 74 (figure 14.6) est un composé organique dans lequel
des molécules planes s’empilent dans une direction donnée. Dans les canaux délimités par
ces colonnes, des molécules d’Iode I3 forment un liquide uni-dimensionnel. En effet,

e le diagramme de diffraction de la figure 14.7 montre clairement I'existence de ligne
de diffusion diffuse, caractéristique d’'un désordre unidimentionnel : les chaines d’Iode
sont décorrélées les unes des autres.

e les largeurs de ces lignes diffuses augmentent avec ’angle de diffusion (Fig. 14.8) comme
le prévoit ’équation 14.2.45 : a l'intérieur des canaux, les molécules d’Tode sont désor-
données.

Pour montrer que les chaines d’ITode sont dans un état liquide, il faut en plus utiliser des

méthodes sensibles a la dynamique des atomes comme la diffusion de neutron.

14.3 Désordre de substitution

On considére un alliage (une solution solide) de formule A, B;_,, cristallisant dans une
structure contenant un atome par maille. Le facteur de structure moyen (moyenne spatiale
et non statistique) est donc :

(Hp=afa+1-2)fp (14.3.1)

L’intensité au pic des réflexions de Bragg est donnée par :

I(s) = N*(zfa+ (1 —2)fB)? (14.3.2)

14.3.1 Désordre total :

On ne considere que le terme d’autocorrélation de 14.1.11. L’intensité de la diffusion
diffuse s’écrit :

Ippls) = N(Jeol) =N ((I£F) ~1(HF) (143.3)
= N(afi+ (1 -2)ff— (@fa+ (1 -2)fp))
= Na(l—2)(fi—2fafz+ [3)

soit

IDD(S) = N,:E(l — x)(fA — fB)Q. (1434)

Cette diffusion, qui varie peu avec I’angle de diffusion s’appelle la diffusion de Laue. Elle
est d’autant plus intense qu’il y a du « contraste » entre les espéces A et B, c’est-a-dire que
fa — fB est grand. Cette intensité est non nulle en q = 0, ce qui caractérise un désordre de
substitution (les fluctuations de densité sont plus visibles aux petits angles) par rapport a
un désordre de déplacement.

14.3.2 Existence de corrélations :

Pour traiter ce probleme, on définit les probabilités conditionnelles suivantes :
pa(m) : probabilité d’avoir un atome A a une distance r,, d’'un atome B.
pp(m) : probabilité d’avoir un atome B & une distance r,, d’un atome A.

On en déduit les probabilités manquantes :
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1 —pa(m) : probabilité d’avoir B a r,, de B.
1 —pp(m) : probabilité d’avoir A a r,, de A.
L’égalité du nombre de paires AB et BA impose :

app(m) = (1 — z)pa(m) (14.3.5)

Ceci permet d’exprimer pour chaque type de paire, la probabilité et le produit de facteur de
structure correspondants.

AA : z(1—pp(m)) =z — (1 —2)pa(m) = f3 (14.3.6)
AB : apg(m)=(1—x)pa(m) — fafs

BA : (1—2x)pa(m)— fafa

BB : (1-2x)(1-pa(m)) — f3

Le terme (EF*Fo ) — [(F)|? intervenant dans la diffusion diffuse s’écrit alors :

(o) — [PV = 22t (L= )3 — (1 — a)pa(m)(fa— fu)? — (fa + (1 (1850)
= (- 2)(fa ) (1—“(”‘))

T

BBA@BAB

FIGURE 14.9 — Exemple d’ordre local dans un alliage A, B;_,. A gauche : les cercles montrent
des domaines ou l'ordre alterné apparait. A droite la diffusion diffuse : elle est maximum
pour des valeurs de h demi-entieres, I’ordre local induisant un doublement de période.

L’intensité de la diffusion diffuse vaut donc :

Ipp(q) = (1 —z)(fa - fB)2% > V(rm) (1 - pA(m)) e~ idTm (14.3.8)

T

soit, si 'ordre est & courte portée :

Ipp(q) = Nz(1 —z)(fa— fB)* 2 (1 - pA(m)) e~iaTm (14.3.9)

m X

Les grandeurs entre parenthese sont appelées parametres de Warren-Cowley, ils caractérisent
lordre local dans un alliage. Une expérience de diffusion diffuse permet en principe de les
mesurer.
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Si le désordre est total : p4(0) =0 et pa(m) = x si m # 0. On retrouve bien la formule
14.3.4 donnant la diffusion de Laue. Si, par exemple (voir fig. 14.9), 'ordre local est tel que
les atomes A ont une probabilité plus forte d’avoir un atome B comme voisin (p4(1) > z)
I'intensité s’écrit :

Ipp(q) = Naz(1 —z)(fa — fB)* (1 +2 (1 - p’“é”) cos(27rh)> (14.3.10)

On observe une modulation périodique de l'intensité, avec des maxima en bord de zone de
Brillouin, car 'ordre local correspond a un doublement de maille.

14.4 Application a une transition de phases displacive

On considere une transition de phase structurale, c’est a dire une transition de phase
correspondant a un changement de structure. Une transition structurale sera dite displacive
si dans la phase basse température les atomes subissent un déplacement statique U(r) donné
par :

U(ry,) = ex, Uk, cos(ke.r,+¢) (14.4.1)

Le vecteur k. est le vecteur d’onde critique. En général, Uy, est le parametre d’ordre de la
transition. C’est par exemple le cas de la transition paraélectrique-ferroélectrique BaT'iO3
pour lequel k. = 0 (k. est en centre de zone). Les transitions magnétostrictives comme la

transition de spin-Peierls menent a un doublement de maille dans une certaine direction. Le
*

a

vecteur d’onde critique est en bord de zone k. = 5 si la maille double dans la direction a.

Nous allons voir que si T > T, les fluctuations du parametre d’ordre provoquent 1’ap-

parition de diffusion diffuse autour des points Qpx + k de Iespace réciproque Si T < Ty, le

parametre d’ordre est non nul et on observe de nouvelles réflexions de Bragg dans I'espace
réciproque. Définissons la transformée de Fourier de u,, par

1 o
= zk:ekukelk n (14.4.2)

Le calcul effectué pour les phonons au § 14.2.2 est applicable dans ce cas et on obtient (voir
équation 14.2.30) :

Ipp(a = Quy +k) = Nf?e Y (q- a)? (uu_x) (14.4.3)
On introduit la susceptibilité généralisée associée au parametre d’ordre
0 (uy)

x(n—n'=m) = (14.4.4)

oh, ’

ou h,s est le champ au site r,,s associé au parametre d’ordre, et sa transformée de Fourier :
x(k) = Z x(m)elkTm (14.4.5)
m

Avec ces définitions, le théoreme fluctuation-dissipation donne :
<uku,k> — <uk> <’LL,k> = kBTX(k), (1446)
ce qui permet d’écrire I'intensité diffusée sous la forme :

Ipp(a = Quy +k) = NfPe " (q.e)? (kpTx (k) + (uk) (u—x)) (14.4.7)
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En comparant 14.4.1 et 14.4.2 on trouve que uy, = vV NUj,.
DoncsiT > T,

Ipp(a=Quy +k) = Nf2e W(q- e)?kpTx(k). (14.4.8)

C’est une diffusion diffuse (~ N) directement proportionnelle a x(k), qui, dans le modele
simple d’Ornstein-Zernike, a une forme lorentzienne (voir fig. 14.10). Dans le cas d’un sys-
teme isotrope, la susceptibilité s’écrit :

k)= — X2 (14.4.9)

ou £ est la longueur de corrélation.

: =] KTX(0)

A

v

Qhkl

FIGURE 14.10 — Représentation schématique de l'intensité diffusée au-dessus de la tempé-
rature de transition de phase d’une transition structurale. Qx; est le vecteur d’onde d’une
réflexion de Bragg quelconque. De chaque coté de cette réflexion, on observe deux pics de
diffusion diffuse, centrés sur les vecteur +k.. Dans I'approximation Ornstein-Zernike, ces
pics de diffusion ont une forme lorentzienne de largeur ¢! et de valeur au pic kgT'x(0). La
largeur de la réflexion de Bragg est supposée nulle.

SiT < Ty -

Ipp(a = Qui+k) = Nf2e > (q.a) ks Tx(k)+N*f2e > (q.ex,))” [U (k)| 0k (k = ko) ,

(14.4.10)
on observe des réflexions satellites (~ N?) en q = Q;; + k¢, dont I'intensité est propor-
tionnelle au carré du parametre d’ordre, et une faible diffusion diffuse proportionnelle a

x(k).

14.4.1 Exposants critiques

Une bonne discussion de cette question est donnée dans [5].

On peut définir des exposants critiques qui caractérisent les comportement des grandeurs
thermodynamiques présentant une discontinuité a la transition de phase. Quatre de ces
exposants critiques sont en principe mesurables par une expérience de diffraction des rayons
X.

Au-dessus de la transition de phase :
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-La susceptibilité associée au parametre d’ordre,
x~ (T —-T)7", (14.4.11)

donnée par le maximum du pic de diffusion diffuse x(0),
-La longueur de corrélation
E~(T-T.)7", (14.4.12)

que l'on extrait de la largeur du pic de diffusion diffuse.
a la transition de phase :
-La susceptibilité s’écrit :
x(k) ~ k=2, (14.4.13)

Cet exposant 7 est relié au comportement de la fonction de la corrélation (u(0)u(r)) ~
r=(@=24+1) Ce coefficient est évalué théoriquement & 0.04, ce qui est extrémement difficile &
mesurer. Cette loi de puissance traduit ’absence d’échelle de longueur au point critique. Les
fluctuations critiques ont une structure fractale en ce point, cas particulier du quasi-ordre &
grande distance.

En-dessous de la transition :

-Le parametre d’ordre
u~ (T, —T)%, (14.4.14)

obtenu & partir de la variation de l'intensité des réflexions satellites.
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Chapitre 15

Diffusion des neutrons
thermiques

Le neutron, découvert en 1931 par James Chadwick, est une particule électriquement
neutre de spin % et dont la masse vaut 1.008665 unité de masse atomique. La durée de vie
du neutron est de 888 s. Il existe deux types de sources de neutrons.

- Les réacteurs nucléaires, qui produisent des neutrons par fission d’?3*U. On peut citer
Pinstitut Laue Langevin [46] & Grenoble, qui est une source de 57 MW, le laboratoire Léon
Brillouin a Saclay (14 MW) ou le réacteur de 85 MW du centre « historique » d’Oak Ridge
dans le Tennessee (USA) [49]. En comparaison une centrale nucléaire classique produit de
lordre de 1300 MW.

- Les sources a spallation, qui produisent des neutrons en bombardant une cible de métal
lourd (tungsténe ou tantale) par des protons de haute énergie (de I'ordre du GeV). Ce sont en
général des sources pulsées (~ 50 Hz) qui produisent des paquets de neutrons treés intenses.
Actuellement, la source la plus puissante, ISIS ( [50]), se situe en Angleterre & une vingtaine
de kilometres d’Oxford. Sa puissance moyenne est de 1.5 MW.

Les neutrons que I'on utilise pour 1’étude de la matiere condensée ont une énergie de
Pordre de 1 & 200 meV (12 — 2400 K). Pour des énergies inférieures & 10 meV les neutrons
sont dits « froids », jusqu’a 100 meV ils sont dit « thermiques », et au-dela « chauds ».
Quel que soit le type de source, les neutrons produits ont une énergie de l'ordre d’1 MeV.
Ils doivent donc étre ralentis - thermalisés - par la traversée d’un modérateur, qui est en
pratique un grande quantité d’un matériau idoine, de 1’eau, de ’eau lourde ou du graphite.

Les neutrons interagissent avec la matiere par les interactions forte et électromagnétique
(par leur spin). La diffusion des neutrons posséde un certain nombre d’avantages par rapport
aux autres techniques de diffusion. Ils sont peu absorbés et permettent des études dans
des environnements complexes (champs magnétiques, cellules de pression, etc.). L'énergie
des neutrons thermiques est du méme ordre de grandeur que les excitations de la matiere
condensée, ce qui permet leur étude. Les neutrons ont un spin qui interagit avec les spins des
noyaux et les moments magnétiques atomiques. Cette propriété a permis de développer de
maniere remarquable I’étude du magnétisme des solides. Malheureusement, et contrairement
aux faisceaux de rayons X, les faisceaux de neutrons sont peu brillants.

Dans la suite, nous passerons en revue les formules principales donnant les sections
efficaces de diffusion élastique, inélastique et magnétique des neutrons.
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15.1 Section efficace de diffusion : formules de van Hove

15.1.1 Regle d’or de Fermi

On considere la diffusion d’un neutron de vecteur d’onde incident k; et de vecteur d’onde
diffusé ky. Les fonctions d’onde et les énergies des états finaux et initiaux seront notées :

p?

1 .
Stat initial i = kii LY, = —= 7'k7"'ri i:Ei 15.1.1
étatinital [9) = [kio) s i = e 0 a=Bit Ly (1500
Stat final ) ladrs) : vy = ——eikargy B4 i
n = N = —
état final |4y ads) sbp = = Topep=Eptoqn

Y est le volume de l'expérience, servant a normaliser les fonctions d’onde des neutrons et a
quantifier les états k. Il n’interviendra pas dans le résultat final. ¢; et ¢ sont les fonctions
d’onde des états initiaux et finaux de la cible. Les transferts d’énergie et de quantité de
mouvement sont :

hw = E;—E; (15.1.2)
hq = hky— hk;

La régle d’or de Fermi (voir § 10.4) donne la probabilité par unité de temps P,y pour
que le systeme passe de 1'état |¢;) & D'état |¢y), c’est-a-dire pour que le neutron soit diffusé
de létat k; a 'état kg .

Au chapitre 10.3, nous avons défini la section efficace différentielle par :

do 1 dN
_— = —— 15.1.3
aQ o, dQ’ ( )
ou dN est le nombre de neutrons diffusés par unité de temps dans 1’angle solide df2 et ®; est
le flux de particules incidentes, égal au produit de la densité par la vitesse, soit fik; /Y M.
Cette définition peut s’étendre a une diffusion inélastique en introduisant une section
efficace différentielle partielle par la formule :
d’c
d*N = &,dQWE——— 15.1.4
’ dQdE ( )
Avec ces définitions, il est montré dans ’annexe C, que la section efficace différentielle
partielle s’exprime :

d? ka (YM\®
dQ;E) -5 <W> D Py (s H [i)|* 8(Ef — By — hw) (15.1.5)
1 i f

15.1.2 Longueur de diffusion

Pour définir la longueur de diffusion d’un noyau, on considére le noyau comme infiniment
lourd de maniere a négliger son recul lors du choc avec le neutron comme au § 11.8. Rappelons
que cette approximation n’est valable que dans le cas de la diffraction, ou le cristal recule tres
faiblement pour conserver la quantité de mouvement. Soit H = V(r) le potentiel d’interaction
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noyau-neutron. Si la diffusion est élastique et qu’on néglige le recul du noyau, les états
initiaux et finaux de la cible sont les méme : (¢¢|¢;) = 1. Apres ntégration sur 1'énergie :

) - (;f,:[) e V() ) (15.16)

- (3)

N 2rh?
M O\2

<27r52)

Les neutrons interagissent avec les noyaux par l'interaction forte, dont la portée est de ’ordre
de 1071% m, ce qui est négligeable devant la longueur d’onde du neutron. On écrit alors :

1 2

?/efikd.rv(r)eiki-rd:%r

2
/V(r)e*iq""dgr

V(r) = ad(r), (15.1.7)

(jg) _ (277]‘;)2 o2 (15.1.8)

Cette quantité doit étre égale & b2, la longueur de diffusion au carré (voir 10.3). Ceci impose
Pexpression suivante pour V(r), appelé le pseudo-potentiel de Fermi :

ce qui donne :

V(r) = %ba(r) (15.1.9)

La longueur de diffusion b est définie a partir de la transformée de Fourier du pseudo-
potentiel de Fermi et ne varie donc pas en fonction de I’angle de diffusion, ce qui est un
avantage considérable pour les études de diffusion. De plus, comme le montre la fig. 15.1, les
longueurs de diffusion ne dépendent pas de maniére monotone de la masse atomique. Ainsi,
deux éléments voisins peuvent avoir des longueurs de diffusion treés différentes. Contrairement
aux rayons X, pour lesquels les facteurs de diffusion atomique varient en ~ Z (voir 11.4.2), les
éléments légers et les éléments lourds ont des longueurs de diffusion comparables. Ainsi, les
problemes de contraste typique de la diffusion des rayons X peuvent étre résolus en utilisant
les neutrons. De plus, deux isotopes d’un méme élément peuvent avoir des longueurs de
diffusion tres différentes. C’est par exemple le cas de ’hydrogene et du deutérium, pour
lesquels by = —3.74 fm et bp = 6.57 fm. Cette propriété est a l'origine de la diffusion
incohérente. Notons enfin que certains isotopes ont des longueurs de diffusion négatives, ce
qui est mis a profit dans certaines expériences.

15.1.3 Diffusion par un noyau libre

On considere d’abord un noyau libre de masse M,, a la position r,,, membre d’un ensemble
a la température 7' comme dans un gaz parfait. En substituant dans 15.1.5 ’expression du
potentiel V(r — r,,) puis la valeur de b obtenue au paragraphe précédent, on obtient :

d’c kf.o —iqer, 2
JdE k" Z:Pi Ef: (b7l e ™ |6:)|" 0(Ef — B — hw). (15.1.10)
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FI1GURE 15.1 — Longueur de diffusion atomique en fonction de la masse atomique.

On peut d’abord montrer que I'élément de matrice (¢ e "4 |¢;) n’est non nul que si
la quantité de mouvement est conservée. Comme précédemment, on considere que I’atome
est dans une boite de volume Y, et que sa fonction d’onde est une onde plane qui s’exprime :

1 .
¢i) = —=e'&Tn, 15.1.11
60 = 75 (15.1.11)
ou £ est le vecteur d’onde du noyau, périodique dans la boite comme le vecteur q. Apres la
diffusion le vecteur d’onde du noyau est noté &’.

L’élément de matrice s’écrit alors :
1

ei(ﬁ—f/_Q)'rndrn_ (15112)
Y boite

(dple @™ |gy)
Il n’est non nul que si la quantité de mouvement est conservée, c’est-a-dire si celle regue par
le neutron hq est égale a celle perdue par 'atome :

hq = h(k; —k;) = h(£ — &). (15.1.13)

La somme des éléments de matrice sur les états finals du noyau est donc égale a 1 et
impose la condition ¢ = ¢ — q. L’énergie recue par le noyau apres la diffusion s’exprime
alors :

h’ 2 2 h’ 2
= 2 = — —2q-¢). 15.1.14
(€2 =€) = 5@ —2a-9) (15.1.14)
En remarquant que les états initiaux ne dépendent que du vecteur d’onde £ on obtient pour
la section efficace de diffusion :

E; — E;

d20' ]{}f 2 h2 9
A0dE k" ;PE%MH (¢° —2q-&) — Tw) (15.1.15)

La probabilité d’avoir un noyau de vecteur d’onde & est donnée par la statistique de Maxwell-
Bolzmann :

_ exp(—Bh*€%/2M,)
€7 [ exp(—AR%e2/2M,)de

La somme 15.1.15 devient donc une intégrale sur £. Cette intégrale se calcule en prenant
les coordonnées cartésiennes de &, la direction z étant celle de q. Les intégrales sur &, et &,

(15.1.16)
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se simplifient, et on obtient :

2 2
o = 0 [ exp(-81€ 23085 (¢~ 206.) — ho)dse/ [ expl(-pRAE /200 ).
(15.1.17)
Ces intégrales se calculent en utilisant la formule classique [ exp(—z?)dx = /7. Pour un gaz
composé de N particules la section efficace différentielle partielle est donnée par la somme
des section efficace atomiques, et vaut finalement :

2o\ ko, Ckpoaf B\ B )
deE) = k—iNb S(q,w) = k—iNb (477Eq> exp <—4E(hw - E,) ), (15.1.18)

q

ou E, = h2g2 /2M. S(q,w) est la fonction de diffusion. On remarquera qu’elle vérifie ici :

/S(q,w)dhw =1, (15.1.19)

ce qui veut dire que la section efficace différentielle de diffusion ne dépend pas de q, car il
n’y a pas de corrélation de position dans un gaz. Nous verrons plus loin que cette section
efficace est celle que ’on mesure au rayons X.

S(q,w) est une gaussienne centrée en E,, dont la largeur ~ (47rkBTEq)1/2 est d’autant
plus fine que I'angle de diffusion est petit et la température basse. Physiquement, cette
réponse signifie que pour une diffusion au vecteur q, I’énergie perdue par le neutron en

moyenne est B, = h2q2/2M, comme le montre la formule 15.1.14.

15.1.4 Diffusion cohérente et diffusion incohérente : formules de
Van Hove

De maniere générale, si la cible est constituée de N noyaux, I’hamiltonien d’interaction
total s’écrit :

H(r) =) Va(r—r,) (15.1.20)

ou la somme est faite sur tous les noyaux aux positions r,, a priori dépendantes du temps.
Comme :

omh? ,
_ A —igry,
(ks Va(r = rn) [ki) = J7rbne , (15.1.21)
I’élément de matrice s’exprime :
(s H [¢hi) = 2l (@51 > b9 |¢;) (15.1.22)
f 7 M f . n i) - A

Le calcul de la section différentielle partielle étant assez lourd, il est effectué dans ’annexe
C. En supposant que la nature des noyaux ne dépende pas de leur position, le résultat
s’exprime :

d’c kf N —iqr iqr iw
T = %E/anbmm <e aTntm(t)gld "(0)>e L. (15.1.23)
t m
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Dans cette expression, la moyenne (..) représente la moyenne spatiale et statistique
comme au chapitre 14. L’absence de corrélation spatiale des b,, (le désordre isotopique)
permet d’écrire :

(bpbpim) = (B> sim#0 (15.1.24)
et (bnbnim) = )+ (<52> . (b)2> sim =0

La section efficace différentielle partielle est donc la somme de deux sections efficaces dites
cohérente et incohérente (Van Hove 1954).

do ky N (b)? i (e () e (0))\ it
_ Ky 1q- (rpt+m Trn 1w dt 15.1.25
deE)wh ki 2mh / %Xe )e e
2 2
do ) BN ) [ (o)
dQdE incoh ki 2rh

Les fonctions

1 ) : _
S(q, w) Py <Z e—1q<rn+m(t)elq<rn(0)> et gt

1
2mh

Si(q, w) <e—iq<rn(t)eiq~r,,,(0)> eiwtdt

sont appelées les fonctions de diffusion cohérente et incohérente. Comme les longueurs de dif-
fusions sont indépendantes de I'angle de diffusion, ces fonctions sont directement mesurables
par une expérience de diffusion de neutrons.

La diffusion cohérente est celle d’'un systéme dont les noyaux auraient la méme lon-
gueur de diffusion. C’est cette diffusion qui est la plus importante en physique de la matiere
condensée. La diffusion incohérente, analogue a une diffusion diffuse, a pour origine la distri-
bution aléatoire des longueurs de diffusion b,. Bien qu’on puisse I’étudier pour en tirer des
renseignements sur les temps de diffusion (par exemple), elle donne un fond continu dans les
expériences de diffusion des neutrons.

Fonctions de corrélations. Reprenons la définition de la fonction de corrélation dépen-
dante du temps, (annexe A) :

G(r,t) = %Z/ ((u—r,(0)5(u+r—r, (1)) d*u (15.1.26)

nn’

Cette fonction est reliée a la probabilité d’avoir un atome au temps ¢ a la position r,, sachant
qu’il y avait un atome au temps 0 en position r,. En utilisant les notations intégrales des
fonctions ¢ (formule 6.5.3), on montre (voir annexe A, éq. A.2.1) que :

d?o ka N (b)? , . ,
= — t fz(q.r—wt)d dt = YN 15.1.9
deE)wh ki 2mh / G(r,t)e r W (b)° S(q,w) (15.1.27)
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On tire alors la relation entre S(q,w) et G(r, ).

e~ Har—wt) grgt 15.1.2
S(q,w 27rh/ r (15.1.28)

Ceci exprime que la fonction de diffusion cohérente est égale a la transformée de Fourier
dans l’espace et dans le temps de la fonction de corrélation de paires dépendante du temps
du systéeme.

On définirait de méme une fonction d’auto-corrélation dépendante du temps Gg(r,t)
et une fonction de diffusion incohérente S;(q,w), reliées & la section efficace de diffusion
incohérente par :

2, , ) t )
dédE)mh = ZjN(<bQ>*<b> )Tih/Gs(r,t) Har=wt) grdt = ZN(@?) %) S;(aq, w).
(15.1.29)

15.2 Application a I’étude de la matiere condensée

15.2.1 Diffusion nucléaire élastique

Placons nous d’abord dans le cas d’un cristal. Les positions moyennes des atomes sont
données par
Ruvw + Wy () = 10 + 1, (2). (15.2.1)

La section efficace cohérente est alors égale a :

2o ka N (b
—iq- Tm _Zq un+m(t) iq un(0)> ZWtdt 1 22
deE)m T 271'71 /Z ¢ (15:2.2)

écrivons comme précédemment (14.2.26) que le terme (e~ (nem()=un(0)) et 6gal &

<€—iq~un+m(t)eiq-unm)> = e 2W l(au(0)(@un ) (15.2.3)

ot W est le facteur Debye-Waller. e{(@u(0)(@un(®)). peut alors se développer
ell@uO@un®) — 1 4 ((q-u(0))(q- um(t)) + ... (15.2.4)

Le premier terme, indépendant du temps, est dit & « zéro phonon », le deuxiéme a « un
phonon », etc. Le terme dominant la diffusion est le terme & zéro phonon qui s’exprime, en
utilisant la relation intégrale E.0.2 :

&0 ka N (B2 o " »
29 = —iarn [ it gy 15.2.5
deE)coh s 27rh Z / ¢ (15.2.5)

ka 2 2w —iqTy,
— kZN(b}e %:e T § ()

C’est une diffusion élastique. On retrouve l’existence des réflexions de Bragg, comme pour
la diffusion des rayons X. En intégrant sur 1’énergie on obtient, en tenant compte du terme
de volume :
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V2

2
%)wh _ (b)ze_QW.m *Z(S(Q_Qhkl) (15.2.6)

Dans le cas d’un cristal a plusieurs atomes par maille, on utiliserait le facteur de structure
nucléaire :

(F(a)) =3 (by) ™ Ve (15.2.7)

La section efficace élastique, dans ce cas, s’écrit :

hkl

Ainsi la diffraction des neutrons peut servir a résoudre des structures, avec les mémes mé-
thodes que celles utilisées en diffraction des rayons X (diffractometre 4 cercles, poudres). Le
principal avantage des neutrons et que ’hydrogene devient visible. Des études de désordre
grace a la diffusion diffuse sont également faisables.

De maniére générale, la diffusion élastique correspond & la fonction de corrélation G(r,t —
o0). Elle se rapporte & ce qui est permanent dans le systeme étudié. En effet, la fonction
de corrélation G(r,t) peut se décomposer en une partie stationnaire G(r,o0) et une partie
qui dépend du temps Gy(r,t) :

G(r,t) = G(r,00) + G¢(r,t). (15.2.9)

La transformée de Fourier de la partie stationnaire s’écrira, en utilisant la relation intégrale
E.0.2

S(q,w) = 5(w)/G(r,oo)e_iq"”dr (15.2.10)

qui correspond bien a la diffusion nucléaire élastique. Dans un cristal, les distances moyennes
entre atomes ne varient pas dans le temps et donnent les taches de Bragg. La différence entre
un liquide et un amorphe est évidente dans une expérience de diffusion élastique des neutrons.
Dans un liquide G(r,t — o0) est un constante et ne donne aucune diffusion élastique aux
angles non nuls. Dans un amorphe, 'ordre local est permanent et une diffusion élastique
modulée est mesurée.

Un mot de la diffusion incohérente. En développant I’exponentielle de I’expression 15.1.25
et en ne gardant que le terme dominant a « zéro phonon » on obtient :

d’c k )
deE)h = LN((B) = (0))3(he)

ce qui permet d’exprimer la section efficace incohérente de diffusion élastique :

%)incoh N N(<b2> - <b>2)

Cette diffusion existe pour tous les matériaux qui possedent un désordre isotopique. C’est
une diffusion uniforme dans ’espace réciproque. Cette diffusion est élastique car le désordre
est permanent dans le systeme.
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15.2.2 Cas des rayons X

Aux rayons X, les transferts d’énergie sont difficilement mesurable (sauf avec une lumiére
de synchrotron de 3¢ génération). Une intensité diffusée est donc la somme, sur toutes les
énergies, des intensités diffusées. On dit que la diffusion des rayons X « integre » en énergie
la fonction de diffusion. Comme on a kg ~ k; la section efficace s’écrit :

do d*o
— - — ) dE 15.2.11
dQ)RX /<deE>d (15 )
N f2 .
= 2fh / ( / G(r,t)e“q'fwt)drdt) dhw
™
2
— % / G(r,t)e 4" dr < / eiwtdnw) dt
o

= Nf? / G(r,t)e " T drs(t = 0)dt

= NfZ/G(r,o)e—iq'rdr = Nf*S(q).

On obtient finalement :

%) - Nf“‘/G(r,O)e*iQ'rdr = Nf?S(q) (15.2.12)

Cette derniére expression est identique a celle que nous avions calculée au § 12. Nous avons
donc montré que les expériences de diffusion des rayons X donnent acces & la fonction de
corrélation de paire instantanée d’un matériau. L’argument physique est cependant celui que
nous avions utilisé au § 12, a savoir que les mouvements des atomes sont lents par rapport
aux fréquences des rayons X.

La fonction S(q) est donc mesurable directement par diffusion rayons X, mais également
par diffusion de neutrons a condition de ne pas faire une analyse en énergie des neutrons
diffusés. C’est de cette maniere qu’a été obtenue la courbe de la fig. 12.8.

15.2.3 Diffusion nucléaire inélastique

La diffusion nucléaire inélastique est aussi riche que la dynamique en matiére condensée.
Nous nous restreindrons ici a la diffusion inélastique dans un cristal, afin de montrer comment
I’énergie des branches de phonons peut étre mesurée. On considere le terme « & un phonon
» de l'expression générale 15.2.2. Celui-ci s’écrit :

d*o ) _kqaN (b

dQdE ) ., ks 27rh - / Ze_“”m {(a-a(0) (@~ Wnpm(1))) €™'dt  (15.2.13)

Avec les mémes notations qu’au § 14, on trouve une somme de deux termes, I'un avec création
d’un phonon (+) l'autre avec annihilation d’un phonon (-) :

d?c kq N q Ga(k
deE) T Tk 20M 2UM %C; £ T wak) (ni,a +1)0(d — k — Quir)d(w — wa(k))
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20' 2672W * €q 2
o5 )~ S e ) a4 - Quite + wa ()

dQdE ki won (K)
hkl k,a
(15.2.14)
ou (nk,q) est le facteur de Bose-Einstein :
1
(Nk0) = o (15.2.15)
e FT _—1

Remarquons d’abord qu’en intégrant ces expressions en fonction de I’énergie, on retrouve
bien la formule 14.2.30 donnant l'intensité diffusés par les rayons X. Chaque phonon de
vecteur d’onde k et d’énergie hiw, (k) diffuse les neutrons inélastiquement en Qp;, £+ k avec
un transfert d’énergie +hw, (k). A la différence de la diffusion des rayons X, I'analyse en
énergie de la diffusion de neutrons permet de mesurer la dispersion des branches de phonons
d’un matériau.

15.2.4 Description d’une expérience : le spectrometre trois axes.

Le spectrometre trois axes est un instrument permettant de mesurer les neutrons diffusés
inélastiquement. Comme le montre la figure 15.2, un premier axe permet de faire tourner un
cristal monochromateur et de choisir la longueur d’onde incidente. L’échantillon & étudier
tourne autour d’'un deuxieme axe. Les neutrons diffusés sont analysés en énergie grace a
un autre cristal, tournant sur un troisieme axe. Si U'on veut mesurer G(r,0), on n’effectue
pas cette analyse en énergie et I'instrument s’appelle alors un spectrometre « deux axes ».
Les collimateurs servent a définir la direction du faisceau de neutrons. Le moniteur est un
détecteur de tres faible efficacité qui sert a mesurer I'intensité des neutrons incidents.

FAIECEATUBLANC
VEMANT DT

PROTECTION

FAISCEAIT MONOCHR OMATI)UE
DENEUTEONS

FIGURE 15.2 — Représentation schématique d’un spectrometre trois axe.
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15.3 Diffusion magnétique des neutrons

15.3.1 Introduction

Le moment magnétique et le moment cinétique sont proportionnels, la constante de
proportionnalité étant le rapport gyromagnétique G (M = GL). Dans le cas du neutron et
de I’électron, particules de spin %, on prend les définitions suivantes :

Neutron : My = —v(2un)o (15.3.1)
électron : Mg = —gupS

S et o sont les opérateurs de spin de l’électron et du neutron respectivement (sans

h
dimension, de valeurs propres j:% ). up = 26 est le magnéton de Bohr (9,274 10~
Me

JT7 1Y) et uy = ﬂ est le magnéton nucléaire, 1 836 fois plus faible. Le facteur de Landé
g sera pris égal a 2 et y=1,913.

On veut maintenant tenir compte de ’état de spin du neutron dans le processus de
diffusion. L’état de spin du neutron sera caractérisé par sa composante suivant un axe z
choisi arbitrairement, et noté |+) et |—). Dans ’expression de la section efficace, il va falloir
distinguer parmi les quatre processus de diffusion possibles, en considérant d’abord que le

faisceau de neutron n’est pas polarisé (le faisceau incident contient autant de spins dans
létat |+) que dans 1'état |—) ).

[+) — |+ Processus sans retournement de spin (« Non spin-flip ») (15.3.2)
=) = =)

[+) — =) Processus avec retournement de spin (« Spin-flip »)

=) = [+

On doit donc calculer la section efficace différentielle partielle, donnée par (15.1.5), en
ajoutant les degrés de liberté de spin du neutron.

420 kq [ YM\°
CM) - kfd (27Th2> Z’Piv"i Z |<1/Jf70f| H WJM Ji>|2 5(Ef - E + TLUJ), (1533)
v 1,05 f.of

ou |o;) et |oy) sont les états initiaux et finaux de spin neutronique et P;,, = P;P,, la
probabilité (statistique) que le systéme diffuseur soit dans I’état initial |¢;) et le neutron
incident dans l’état |o;). Le neutron peut subir deux types de diffusion magnétique :

e Une diffusion nucléaire magnétique, due a l'interaction forte neutron-noyau. Nous
allons voir au paragraphe suivant que cette diffusion est incohérente : la diffusion
incohérente de spin.

e Une diffusion due a linteraction dipolaire du moment magnétique du neutron avec
le moment magnétique du noyau ou le moment magnétique électronique des atomes,
c’est une interaction électromagnétique. Comme le moment magnétique d’'un noyau
est 1836 plus faible que celui d’un électron, seul la diffusion par le moment magnétique
électronique sera mesurable. Cette interaction est a l'origine de 1’étude des structures
magnétiques des solides.
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15.3.2 Diffusion nucléaire magnétique : diffusion incohérente de
spin
Comme l'interaction nucléaire est a trés courte portée, qu’elle dépende ou non du spin,

les calculs du paragraphe 15.1 peuvent étre repris. La section efficace différentielle partielle
s’écrit :

2
§(Ef — Ei + hw),  (15.3.4)

¢i»0i>

d%c B ky
dQdE ~ k; ZP""” >

1,0 fof

<¢f} O—f‘ Z bne_iq'r"

ou encore :

2
(051> (oflbalow) e |6)| 8(Ey — E; + hw)  (15.3.5)

n

d20' kif
dVdE &y 2 PP

1,05 fof

en utilisant ici le fait que la position r,, d’un noyau ne dépend pas de I'état de spin du
neutron, mais que la longueur de diffusion b,, en dépend. L’interaction nucléaire du neutron
avec un noyau dépend du spin du noyau et du neutron. On écrit généralement la longueur
de diffusion comme (voir plus bas l’exemple du spin électronique) la somme d’une longueur
de diffusion nucléaire by et magnétique :

b=0by+2Bo-1 (15.3.6)
ou les opérateurs 20 sont les opérateurs de Pauli, vérifiant :
20, |+) = |-)  2044)=il-) 20.]4)=|+) (15.3.7)
20.]=) = |+ 20y|-)=—il+) 20:|-)=—1]-)

et les opérateurs I sont les opérateurs de spin du noyau. Avec ces définitions, b s’écrit :

b=bny+2B (0.1, +0y.ly+0,.1,) (15.3.8)
On obtient ainsi pour les 4 processus de diffusion possibles :
(+|b]+) = by+BL (15.3.9)
(~1b]-) = by - B
(+b|=) = Bl —ily)
(~1bl+) = B(L +il,)

La section efficace différentielle se calcule de la méme maniére que précédemment (voir
15.115.1.3). On obtient :

-La section efficace cohérente, dont la valeur est proportionnelle au carré de la valeur
moyenne spatiale des b,. Cette valeur moyenne se calcule en supposant que les spins nu-
cléaires sont orientés aléatoirement, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’ordre des spins nucléaires
ce qui est toujours vrai aux températures considérées. Ainsi comme (I j>spm = 0, la moyenne
spatiale est une moyenne sur les isotopes (.)

50 °

3
—

bN)iso (15.3.10)
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Si le faisceau n’est pas polarisé, la probabilité P,, d’étre dans I’état |[+) ou dans I'état |—)
est % Le b moyen que I'on doit utiliser est le b moyen sur les isotopes : (by),,,. Il n'y a pas
de contribution des termes dus aux spins nucléaires.

-Une section efficace incohérente donnée par la moyenne spatiale des fluctuations de b :
<b2>n - <b>i Pour une transition sans retournement de spin :

<<u| b |u>2>n — (). + <B2 <Iz2>sm‘n>iso +9 <bNB <IZ>SW’”>Z-SO (15.3.11)
Pour un spin nucléaire d’état quelconque, <Ij2>spm =1I(I+1), car (I?) spin = I(I + 1),
donc :
2 2 2 2 L
((lblu)®) = (@l blw)s = (B),,, = )iy + 5 (BT + 1), (15.3.12)

Pour une transition avec retournement de spin :

2

<<u| b|v>2>n — ((u]bJv))? = <B2 ((Igj‘)spm + (Ij)spm)%so = S (B +1),, (153.13)
Ces expressions mettent bien en évidence les différentes contributions a la diffusion in-
cohérente. La diffusion incohérente due au désordre isotopique est similaire & une diffusion
diffuse due & un désordre de substitution (voir 14.3), la diffusion incohérente de spin est un

phénomene plus « quantique », typique de la diffusion des neutrons .
Ezemples (fig. 15.8) : Dans le cas du nickel, tous les isotopes ont un spin nucléaire nul.
Il ne reste donc qu’un désordre isotopique, que 'on peut éliminer en n’analysant que le
terme de retournement de spin. Le vanadium, lui, n’a qu’un isotope de spin nucléaire non
nul, il reste donc toujours de la diffusion incohérente de spin (suivant le rapport %, %) De
plus, cette diffusion est indépendante de la polarisation des neutrons incidents, ce qui est
caractéristique de la diffusion magnétique nucléaire. La diffusion par les spins électroniques

dépend fortement de la polarisation des neutrons (voir paragraphe suivant).

15.3.3 Interaction avec le spin électronique

Le calcul de la section efficace différentielle partielle doit prendre en compte ’énergie d’in-
teraction électromagnétique entre le spin du neutron et le moment magnétique de ’atome.
Nous ne considérerons ici que U'interaction entre le neutron et les moments magnétiques des
électrons non-appariés de 'atome Cette section efficace s’écrit :

d’c kg (YM 2 2
J04dE ] = % 9712 sz’,a,- Z (Vg 0| H |1i,00)|" 6(Ef — E; + hw) (15.3.14)
g 1,0 f,af

1. Feynman (Mécanique Quantique p. 39) propose une explication simple de ce phénomene. Les diffusions
sans retournement de spin interférent car les états finaux et initiaux sont identiques, le chemin emprunté par
le neutron ne peut pas étre connu. Les amplitudes s’ajoutent, le pic est proportionnel & N2. Les diffusions
avec retournement de spin sont incohérentes car les états initiaux et finaux sont différents. Il est en principe
possible de déterminer sur quel noyau le neutron a diffusé, car la composante de son spin suivant z a
changé. La probabilité de diffusion est alors égale a la somme des probabilités de diffusion. La diffusion est
incohérente, proportionnelle & N. Ce type de diffusion incohérente est analogue a la diffusion Compton de
rayons X. Dans ce cas, les états finaux et initiaux de I’atome diffuseur sont différents et il ne peut y avoir
interférence.
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Ficure 15.3 — Diffusion incohérente du nickel, a gauche, et du vanadium, a droite. Les
courbes sont obtenues en tournant le cristal analyseur a partir de la position de diffusion
élastique. Les cercles noirs correspondent aux transitions sans retournement de spin, les
cercles blancs aux transitions avec retournement de spin. (D’aprés Moon et al., 1969). Dans
le cas du vanadium les deux courbes correspondent a une polarisation des spins neutroniques
paralleles et orthogonales au vecteur de diffusion.

ou H est la somme d’un hamiltonien nucléaire H,, et d’'un hamiltonien magnétique H ;. Ce
dernier se calcule de la maniere suivante. Le calcul étant assez long, on pourra se reporter
directement aux résultats donnés par les formules 15.3.27 et 15.3.28.

Calcul de I’hamiltonien d’interaction magnétique Le champ magnétique crée par le
spin de ’électron a la position r du neutron incident s’écrit :

B =rot A (15.3.15)
avec

. @MS AR

= (15.3.16)

ou R =r — r. est la position relative du neutron par rapport a la position r. de I’électron
non-apparié (voir fig. 15.4).

Electron

FI1GURE 15.4 — Définition des vecteurs positions.
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L’énergie magnétique d’interaction est —M .B, 'hamiltonien d’interaction s’écrit donc :

Ms/\R)

_ _ ko
En utilisant la définition du magnéton de Bohr, du magnéton nucléaire et du rayon classique

de I’électron r. (11.3.7) on trouve :

2
yre [ h Ms AR
Hy = —)20. Rt EAL 15.3.1

M oug (QM) "ROt( R3 ) (15:3.18)

Le rotationnel peut s’écrire sous la forme d’une transformée de Fourier (voir annexe G)
ce qui permet d’exprimer I’Hamiltonien d’interaction :

1 yre [ B? Ms. ;q.
Hy=-—-"(— 20 - —2= QR g3 15.3.1
M on? 2 (2M>/ T Q (15.3.19)

La partie magnétique de ’hamiltonien d’interaction, obtenue en substituant (15.3.19) dans
(15.3.14) s’écrit :

2

Y 7. M ) .
JTe /20~ 7MSL S QRPBQ [¢i,00)| O(Ef—E;+hw)
B

873 2

d2(f kd
deE> DD

ok
M v 1,05 fiop

(g, o4

(15.3.20)

Moyenne sur les états électroniques Considérons d’abord 1’électron non-apparié d’un
seul atome en position r,. La partie spatiale de sa fonction d’onde sera notée ¢(r. —r,). On
doit d’abord intégrer sur la partie spatiale de la fonction d’onde électronique, en supposant
que les parties spatiales de I’état final et initial de P’électron sont identiques (¢5 = ¢; = ¢).
En posant R = (r —r,,) — (r. —r,) (fig. 15.4), Pélément de matrice M, s’écrit :

<¢f| e~ 1Q (re—rs) b:) eiQ-(r*rn)di’)q ks, o)

Y e M
Ma'i*)o'f = <kd7 Uf| gkl /2J ! =

873 2
(15.3.21)
la partie dépendant de la fonction d’onde électronique vaut :
(6] i Q (re—1y) ;) = /Qf)*d)eiiQ‘(rcir")dBI‘e (15.3.22)

= pn(Q)7

ou p,(Q) est le facteur de forme de 1’électron non-apparié de I’atome en r,,. Cest la trans-
formée de Fourier de la densité électronique d’électrons non-appariés \¢|2. Cette quantité est
analogue au facteur de diffusion atomique introduit dans le calcul de la diffusion des rayons
X, mais varie plus rapidement avec le vecteur Q, car les électrons non-appariés sont sur les
couches externes.

Moyenne sur les états neutroniques. On doit ensuite calculer la moyenne (kg .. |k;)
sur la fonction d’onde neutronique :

1 . M Orrr ) i
M(,ﬁaf:ﬁ@fﬂ”/zo- 5L 5. (Q) /elQ'(r e 9T Pr ) Qo) (15.3.23)
8m 2 UB



206 CHAPITRE 15. DIFFUSION DES NEUTRONS THERMIQUES

On obtient alors en utilisant :

/eiQ'(r—rn)e—iqu?’r — (21)%6(Q = q)e—iaTn, (15.3.24)
Te M —iq-r
Mo, et = (o7 pul) 72 925 - 5L emiaTn |5 (15.3.25)
KB
Soit, en tenant compte de la diffusion nucléaire :
Te M igr
Mooy = (0y] b+Pn(Q)72 20 u? |oi) e (15.3.26)

Longueur de diffusion magnétique. Cette expression montre que pour tenir compte de
la diffusion magnétique, on doit ajouter a la longueur de diffusion nucléaire by une longueur
de diffusion magnétique b,, = 20 - A, soit :

b=bny+20-A (15.3.27)
ou A est un vecteur égal a :
e M
A = po(q)le L (15.3.28)
2 ugp

On peut montrer que cette formule est aussi valable pour le moment magnétique orbital.
L’ordre de grandeur de la section efficace de diffusion magnétique, donnée par le terme

2
(’7;e> est le méme que celle de la diffusion nucléaire (le terme en r, =2.82 1071° m ,
intervient aussi dans la diffusion Thomson des rayons X, voir équation 11.3.11). La longueur

de diffusion magnétique est donc proportionnelle au facteur de forme de I'électron non-
apparié, p,(q), et & son moment magnétique en nombre de magnéton de Bohr.

15.3.4 Application aux structures magnétiques ordonnées

La diffusion magnétique des neutrons est la sonde idéale pour étudier les structures ma-
gnétiques, c’est-a-dire 'arrangement des moments magnétiques atomiques dans une struc-
ture. Nous allons considérer les exemples simples de diffusion des neutrons par un matériau
ferromagnétique et par un matériau antiferromagnétique.

Ferromagnétisme. La géométrie utilisée est telle que le moment magnétique est ortho-
gonal au vecteur de diffusion q pour maximiser la diffusion (direction z). Le facteur de
structure total b d’'une maille s’écrit :

Ve ML
2 pB

b=byx + 20 pu(q) (15.3.29)
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En utilisant les relations :

(CHBID = () +pnla)g = (ML) (15.3.30)
(1Bl = ) = pala)g = (ML)

(CHBID = prla)gn® (M) =i (M)

(1B = pn(@g = ((Maa) +i (M)

et le fait que la géométrie impose la nullité des termes de retournement de spin ((M,.) =
(My), (Miy) = (M,iy) =0), les sections efficaces des deux processus de diffusion possibles
sont, pour des neutrons non-polarisés :

%)H - 3 <<bN>2 20mhn(@ g S (@ 0 ) ) (15.331)
Zg) = % ((bzv>2 —2{bw) pu(@) <ZL4;> + (pn(qﬂ;e Ufj) )

La section efficace différentielle élastique est donc :

do 2 vre (MO _ow

— | = bn)” + —_—— e (s — Gpg 15.3.32

o= << )+ (pala) 00 (s G (15.3.32)
hkl

Cette expression est la somme d’une intensité nucléaire et magnétique, qui est maximale

aux positions des réflexions de Bragg. La diffraction supplémentaire est proportionnelle a

I’aimantation moyenne totale.

Polarisation des neutrons. On peut polariser de deux facons les neutrons thermiques
en utilisant la différence entre les deux sections efficaces de non-retournement de spin..

- On peut chercher un matériau ferromagnétique tel que (by) — (b,,) = 0 pour un vecteur
de diffusion donné. C’est par exemple le cas d’un alliage C'og g2 F'eg gs- Ce cristal servira alors
de monochromateur et de polariseur.

- Comme les longueurs de diffusion sont différentes pour les processus de diffusion |+) —
|[+) et |[=) — |—), les indices de réfraction et donc les angles critiques sont différents. Le
faisceau réfléchi sera polarisé en se placant & un angle intermédiaire entre les deux angles
critiques.

On peut utiliser les neutrons polarisés pour obtenir directement la densité de spin. En
effet si on mesure les intensités diffractées pour les deux processus de diffusion |[+) — |+) et
|—) — |—) et qu’on les soustrait, on obtient :

ore (My) (15.3.33)

2{bw) pnla) 5 s

qui permet, par transformée de Fourier inverse d’obtenir la densité de spins. Ceci n’est pos-
sible que grace au terme d’interférence entre 'amplitude de diffusion nucléaire et ’amplitude
de diffusion magnétique.
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Antiferromagnétisme. On consideére un antiferromagnétique unidimensionnel, de para-
metre a. On peut alors écrire simplement un facteur de structure total F'(s), caractéristique
de 'ordre nucléaire et magnétique du systeme. Ce probléeme nécessite d’introduire une maille
magnétique qui traduit la périodicité des moments magnétiques dans la structure. En se pla-
cant dans cette maille, ceci donne :

F(S) = b4 by 4 €™ (b — bp) = b(1 4 ™) + by, (1 — ™) (15.3.34)

en tenant compte de l'inversion du moment magnétique M, d’un site a I'autre. Le terme
by (1 — e™) s’appelle le facteur de structure magnétique.

- Si h est pair, on retrouve la contribution habituelle des noyaux, qui correspond a la
maille nucléaire.

- Si h est impair, de nouvelles réflexions de Bragg apparaissent, uniquement dues a ’ordre
magnétique : ce sont des réflexions magnétiques, caractéristiques de ’ordre antiferromagné-
tique. Dans cet exemple simple, les ordres nucléaires et magnétiques apparaissent a des
vecteurs d’ondes différents : ils sont découplés spatialement.

Il faut ensuite faire la moyenne sur les différents types de processus de diffusion de spin.
Pour un faisceau de neutrons non polarisé, la section efficace totale élastique magnétique

est :
), =3 () () )3 () () ) e

L’intensité d’une raie magnétique est donc proportionnelle a ’aimantation moyenne par site :

do 1 1 2 2
dQ)M ~ 25 ((p71,(q)2M3<MLz>> + }15-3-36)

~ <pn(q) ;;B> (My)®

pul@) g ((Mie) =i (M)

a une température supérieure a la température de transition, il n’y a pas de réflexions
magnétiques, mais le systéme fluctue (paramagnétisme), on mesure le régime de fluctuation
du parametre d’ordre. En-dessous de la température de transition, les réflexions apparaissent,
proportionnelles au carré du parametre d’ordre. Les exposants critiques correspondant a la
transition de phase peuvent étre mesurés de la méme maniere qu’avec la diffusion des rayons
X.

Le fluorure de manganese MnFy, cristallise dans la structure rutile (voir fig. 15.5) de
groupe d’espace P4y/mnm (conditions d’existence (001) I = 2n, (h0l) h +1 = 2n et (0kl)
k +1 = 2n). MnFy devient antiferromagnétique & basse température, les spins % de Mn?t
s’ordonnent comme indiqué sur la figure. Cependant dans ce cas, comme la maille contient
deux atomes de manganese, la maille magnétique est la méme que la maille nucléaire. La
partie magnétique du facteur de structure total s’écrit alors :

F(8) = by, (1 — '™ (hHk+D), (15.3.37)

Ce terme est non nul si :

h + k + [ est impair. (15.3.38)
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La figure 15.6 montre les diagrammes de poudre obtenus par diffraction de neutrons a tem-
pérature ambiante et & 23 K. A basse température, les raies (100) et (201) sont visibles et
I'intensité de la raie (210) a augmenté. La raie (001), éteinte dans la phase haute température
a cause de 'axe 4, satisfait la condition 15.3.38. Cependant, quand les neutrons diffractent
sur ce plan, le vecteur de diffusion est parallele a la direction du moment magnétique ce qui
entraine une section efficace magnétique nulle pour cette raie car (M ) = 0. Les raies (100)
et (010) sont éteintes par symétrie a haute température, ce qui permet de voir une faible
diffusion diffuse dans la phase paramagnétique, correspondant aux fluctuations antiferroma-
gnétiques. Contrairement a l'exemple précédent, certaines raies magnétiques apparaissent
aux mémes vecteurs d’onde que les raies nucléaires.
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c =3.31A

FIGURE 15.5 — Représentation schématique de la structure magnétique de MnF5 dans sa
phase antiferromagnétique.
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FIGURE 15.6 — Diagramme de diffraction neutronique d’une poudre de MnF5 dans la phase
paramagnétique (en bas) et antiferromagnétique (en haut).
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Chapitre 16

Historique

16.1 Pasteur et Pasymétrie

!.- - - !
. > 5 % < L

Pasteur est né le 27 décembre 1822 & Dole (Jura). Il fut regu a lagrégation en 1846
et commenca a travailler au laboratoire du chimiste Balard avec le biochimiste Auguste
Laurent. Avec Laurent, Pasteur s’intéressa a la cristallographie et travailla sur « l'isomor-
phisme », théorie qui postulait que la ressemblance des cristaux traduisait la ressemblance de
leurs molécules constitutives. Cette théorie était due au chimiste allemand Eilhard Mischer-
lich. Celui-ci communiqua en 1844 un compte rendu & I’Académie des sciences dans lequel
il comparait le pouvoir rotatoire des acides tartriques et paratartriques. On connaissait a
cette époque deux formes d’acide tartrique. L’une, le tartre ordinaire, que 1’on trouvait dans
les tonneaux de vin et certains fruits, était connue depuis 'antiquité et analysée depuis le
XVlIIle siecle. La seconde forme avait été découverte en 1819 dans des cuves a vin et dé-
nommeée racémique par Gay-Lussac. Le chimiste suédois Berzelius avait montré que ces deux
formes avaient la méme composition chimique et proposa le terme d’acide paratartrique pour
la seconde. La notion d’isomérie était née. Dans son communiqué & 1I’Académie, Mischerlich
montrait que : « Les acides tartriques et paratartriques, tout en ayant la méme composition
chimique, la méme forme cristalline, le méme poids spécifique, different par leur capacité a
faire tourner le plan de la lumiere polarisée. Le tartrate tourne le plan de la lumiere, tandis
que le paratartrate est indifférent. » Pasteur, guidé par ses connaissances de cristallographie,
pensa que, comme pour le quartz, I’asymétrie était au centre du probleme. En 1848, il ob-
serve d’abord que les cristaux de tartre, comme ceux de quartz, possedent une facette plus
allongée qui leur donne un aspect dissymétrique - on dirait « chiral » aujourd’hui. Il s’attend
donc a ce que les cristaux d’acide paratartrique, optiquement inactifs, soient symétriques. Il
découvre alors qu’'une solution racémique cristallisée contient des cristaux asymétriques, et
que ceux-ci sont de deux types, gauches et droits. Il sépare alors minutieusement ces cristaux
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a la pince et montre qu’une solution obtenue a partir des cristaux gauches dévie le plan de
polarisation de la lumiere vers la gauche et qu’une solution de cristaux droits le dévie vers
la droite! Pasteur montre ainsi que le tartre existe sous deux formes, gauches et droites : il
résout le probleme de Mischerlich et fonde la stéréochimie. C’est une découverte fondamen-
tale. Passant en revue les propriétés optiques d’un certain nombre de substances naturelles,
il montre que seules les molécules de la vie sont chirales et proclame « L’asymétrie, c’est la
vie! » Cette découverte amena Pasteur a une autre de ses brillantes découvertes. Constatant
que certaines fermentations donnaient naissance a des molécules optiquement actives, il en
déduisit que le processus a ’ocuvre dans la fermentation était la vie elle-méme. Pasteur avait
déja quitté I’étude des cristaux pour la biologie, ce qui le mena a I’étude des microorganismes
et a la découverte des vaccins.

Pasteur reconnaissait lui-méme que « Dans les champs de l'observation, le hasard ne
favorise que les esprits préparés. » En effet, il n’existe que trés peu de substances chirales
dont la cristallisation du racémique donne des cristaux eux-mémes chiraux, suffisamment gros
pour étre séparés manuellement. Le tartre en est une! De plus, la cristallisation du tartre
ne donne lieu a un dédoublement des especes cristallines que si la température n’excede
pas 26 °C'! Au-dessus de cette température, les cristaux sont symétriques. Néanmoins, cette
expérience mit en lumiere les talents d’observation de Pasteur, qui ne firent que se confirmer
dans les années qui suivirent.

La notion de chiralité, découverte par Pasteur et dénommée ainsi par Lord Kelvin, 35
ans apres la découverte de Pasteur, est fondamentale en biologie. Ainsi, la molécule de
vitamine C n’est une vitamine que sous sa forme droite. L’importance de la chiralité dans
les processus biologique n’est pas mieux illustrée que par la thalidomide. Dans sa forme
droite, cette molécule est un relaxant conseillé pour les femmes enceintes et un puissant
agent mutagene dans sa forme gauche! Dans les années 1950, le médicament synthétisé était
imparfaitement purifié, ce qui donna lieu & des malformations congénitales.

On sait maintenant que toutes les molécules de la vie sont chirales et méme homochirales
(par exemple les acides aminés présents dans les protéines ont la méme chiralité). C’est un
des problemes auxquels la loi de Curie semble ne pas s’appliquer. En effet les lois de la
physique sont symétrique par rapport a la réflexion dans un miroir - a ’exception de 'inter-
action nucléaire faible qui brise cette symétrie - et ne devraient pas privilégier une chiralité
plutot que l'autre. Bien que I'on sache maintenant faire des « syntheses asymétriques », le
mécanisme par lequel les molécules de la vie sur Terre sont chirales n’est pas élucidé. Pasteur
s’'intéressa a cette question puis I’abandonna quand il fut muté dans une autre institution
ou il étudia la fermentation. Bien lui en prit.

Pasteur est mort le 28 septembre 1895, quelques semaines avant que Rontgen ne découvre
les rayons X.
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16.2 Rontgen et les rayons X

Wilhelm Conrad Réntgen est né le 28 mars 1845 & Lennep (Allemagne). Il devint pro-
fesseur & Wiirzburg en 1888 ou il étudia a partir de 1894 les rayons cathodiques comme
beaucoup d’autre physiciens. A cette époque, on savait qu'une décharge électrique a l'inté-
rieur d’un tube a vide provoquait I’émission de fluorescence a l'intérieur et sur les parois du
tube. En 1878, Sir Williams Crookes avait montré a ’aide du « tube de Crookes » que des
« rayons cathodiques » causaient cette fluorescence lorsqu’ils atteignaient la paroi du tube.
La nature électronique de ces rayons cathodiques était encore inconnue et les physiciens ac-
cumulaient des données expérimentales autour de ce phénomene. Ainsi, Heinrich Hertz avait
prouvé en 1892 que les rayons cathodiques pouvaient traverser une mince feuille de métal. Et
en 1894, Philipp Lenard montrait qu’un mince feuille d’aluminium placée a la sortie du tube
permettait aux rayons cathodiques de sortir de quelques centimetres dans ’air. On pouvait
alors les détecter avec un écran phosphorescent.

FIGURE 16.1 — La premiere radiographie : la main de Madame Roéntgen en 1895.

Rontgen voulut alors savoir si les rayons cathodiques sortaient du tube méme si celui-
ci ne possédait pas de fenétre en aluminium. Il pensait que la phosphorescence de ’écran
était masquée par la fluorescence du verre, ce qui aurait empéché toute observation. Le 8 no-
vembre 1895, il enveloppa son tube avec un carton noir et opaque et répéta ’expérience dans
Pobscurité. Il apercu alors a quelques metres de son tube une faible lueur qui disparaissait
et apparaissait quand il mettait le tube sous tension. Cette lueur venait de I’écran phospho-
rescent qu’il avait posé sur une table voisine. Rontgen compris rapidement qu’il venait de
faire une découverte prodigieuse et resta trois semaines dans son laboratoire pour étudier le
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phénomene. Il détermina la plupart des propriétés de ces rayons par une série d’expériences
rigoureuses qu'il publia dans un article intitulé : « Eine neue Art von Strahlen. Vorlaufige
Mitteilung. » (Une nouvelle sorte de rayons. Communication préliminaire). Dans cet article,
Rontgen montra que les rayons X - il les dénomma ainsi car il ignorait leur nature - étaient
invisibles, qu’ils n’étaient pas réfractés, qu’ils ionisaient 1’air, qu’ils n’étaient pas déviés par
un champ magnétique (a l'inverse des rayons cathodiques) et qu’ils traversaient toutes sortes
de corps. C’est cette derniere propriété qui frappa le plus les esprits de I’époque. A la suite de
la premiere radiographie - la radiographie de la main de Bertha, la femme de Rontgen - les
applications médicales des rayons X apparurent dans les semaines qui suivirent la parution
de l'article de Rontgen. Dans son premier article, Réntgen mentionne avoir essayé de faire
diffracter les rayons X en les faisant traverser une fente fine sans y parvenir - 'expérience est
délicate et ne fut réussie qu’en 1929. Ainsi, il ne comprit pas la nature électromagnétique
des rayons X et il crut toujours que les rayons X étaient des ondes longitudinales. Rontgen
recu le premier prix Nobel de physique, en 1901.

La découverte des rayons X est une des découvertes les plus importantes des sciences.
Ses applications médicales furent immédiates et 1'utilisation des rayons X pour l’étude de
la structure des cristaux, bien que relativement tardive, bouleversa ce qui ne s’appelait pas
encore la physique des solides. Mais cette découverte est aussi majeure car elle en provoqua
une autre, quelques mois plus tard : la découverte de la radioactivité.

A la lecture de l'article de Rontgen, Henri Poincaré, mathématicien mais aussi curieux de
sciences physiques, remarqua que 1’émission des rayons X était associée a la fluorescence du
verre du tube. Henri Becquerel suggéra que certaines substances, devenant phosphorescentes
sous l'action de la lumiere visible, pouvaient elles aussi émettre des rayons X. Cette hypothese
se révela fausse, mais ’entraina a faire, en février 1896, I’expérience fondamentale suivante.
Il mit un film dans une pochette opaque, posa dessus un sel d’uranium - connu pour ses
propriétés de phosphorescence - et exposa I’ensemble a la lumiere du soleil. Il développa le
film et constata qu’il était impressionné. Cette premiere expérience semblant confirmer son
hypothese, Becquerel s’appréta a la reproduire quand le ciel de Paris se couvrit. Il rangea le
film et le sel dans un tiroir de son laboratoire. Quelques jours plus tard, Becquerel développa
le film et constata que celui-ci était aussi impressionné que lors de sa premiére expérience.
Comme les sels d’uranium n’avaient pas été exposés a la lumiere, Becquerel en conclut que
le rayonnement dégagé n’avait rien a voir avec la lumiere, ni avec les rayons X. Il venait de
découvrir la radioactivité...

Ainsi, comme Rontgen, Becquerel eut une part de chance dans sa découverte. Néanmoins,
dans les deux cas, la découverte eut lieu a la suite d’un protocole expérimental rigoureux -
qui ne devait rien a la chance - et les deux scientifiques ne laisserent pas échapper ce qui
était fondamentalement nouveau dans leurs résultats. « Dans les champs de 1’observation,
le hasard ne favorise que les esprits préparés. »
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16.3 Max von Laue, William H. Bragg, W. Lawrence
Bragg et la diffraction

Max von Laue est né le 9 octobre 1879 a Pfaffendorf, prés de Coblence (Allemagne). 11
étudia et enseigna dans de nombreuses villes allemandes jusqu’en 1909, ou il se trouvait a
I'université de Miinich. A posteriori, il apparait que I’environnement scientifique de Laue &
cette époque était propice a la découverte de la diffraction par les cristaux. En effet, si Max
von Laue s’intéressait aux phénomenes d’interférences, son collegue Sommerfeld étudiait les
mécanismes de production des rayons X et Groth était un spécialiste de la cristallographie.
A cet époque la nature des rayons X était encore inconnue et les théories sur la nature
corpusculaire ou ondulatoire des rayons X s’affrontaient. Cependant, les preuves expérimen-
tales que les rayons X étaient des ondes électromagnétiques de tres courte longueur d’onde
s’accumulaient. Walter et Pohl avaient montré par des expériences d’interférence que si les
rayons X étaient des ondes, leur longueur d’onde n’excédait pas 1079 cm. C’est & I'occasion
de la soutenance de thése de P. Ewald que l'idée de la premiere expérience de diffraction
germa. En 1912, P. Ewald préparait sa these de doctorat sous la direction de Sommerfeld
sur I’étude de l'interaction de la lumiere et d’un cristal. Von Laue réalisa alors que si un
faisceau de rayons X rencontrait un cristal il devrait se produire un phénomene analogue a
la diffraction de la lumieére par un réseau. Bien que ses collegues ne semblérent pas convain-
cus, il chargea W. Friedrich - un assistant de Sommerfeld - et un étudiant, P. Knipping de
réaliser ’expérience. Apres quelque essais infructueux, les deux expérimentateurs obtinrent
le premier cliché de diffraction X de I’histoire, sur un cristal de sulfate de cuivre.

Von Laue interpréta de maniere géométrique le phénomene de diffraction. En une seule
expérience, von Laue, Friedrich et Knipping avaient la preuve de la nature ondulatoire des
rayons X et de la structure atomique des cristaux.

Néanmoins, c’est aux Bragg pere et fils qu’il appartint d’apprivoiser la diffraction des
rayons X pour ’étude des cristaux. & Cambridge, William Henry Bragg (le pere) était un
des chefs de file de la théorie corpusculaire des rayons X. Aussi, malgré ’expérience de Laue,
William Lawrence Bragg (le fils) chercha une explication des expériences sur la blende en
terme de particules. En particulier, il pensait que les rayons diffractés pouvaient étre des
électrons éjectés par les rayons X et canalisés par la structure cristalline. Des expériences
complémentaires lui firent accepter 'interprétation de von Laue, mais il jugeait celle-ci in-
utilement compliquée. Observant la maniere dont les taches de diffraction se déplagaient
lorsqu’on bougeait le cristal - comme une réflexion sur un miroir - il eut 'idée de considérer
la diffraction comme une réflexion sur des plans réticulaires. Cette réflexion n’était cependant
possible qu’a condition que la longueur d’onde, 'angle de diffraction et la distance interré-
ticulaire satisfassent une relation devenue célebre. Cette idée servit d’abord a montrer a
partir des résultats de Laue que le réseau de la blende était cubique faces centrées. Puis une
expérience sur le mica, dont la structure lamellaire se prétait & cette expérience, confirma
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FIGURE 16.2 — Premier cliché réussi de diffraction des rayons X par un cristal, obtenu par
Knipping au printemps 2012. Le cristal était du sulfate de cuivre CuSQOy.

sa théorie. Grace a cette simplification, les Bragg trouverent les premieres structures : celles
de KCl1 et de NaCl. Pendant I’été 1913, W. H. Bragg inventa le spectrometre, découvrit les
raies caractéristiques du rayonnement du tube et ouvrit la porte & la spectrométrie X. Le
spectrometre simplifia considérablement les expériences de diffraction et les structures de
corps plus complexes comme ZnS, FeSy, CaFy et CaCOg furent déterminées. Dans les mois
qui suivirent, toutes les bases de la théorie de la diffraction furent posées... Max von Laue
eut le prix Nobel de physique en 1914, W. H. Bragg et W. L. Bragg ’année suivante.



Annexe A

Fonctions de corrélations

A.1 Fonction de corrélation densité-densité

Les calculs de section efficaces de diffusion font intervenir des fonction de corrélations
densité-densité qu’il est nécessaire de définir.
La densité de particules est donnée par I'opérateur densité de particule qui s’exprime :

p(r,t) = 5(r—ru(t)). (A.1.1)

La fonction de corrélation densité-densité P(r,t), introduite au chapitre 12.3 s’exprime alors :

P(rt) = ((p(u,to)p(a+r,t0 +1)),), - (A.1.2)
En utilisant 'hypothese ergodique ((...),, = (...)), cette fonction de corrélation prend la
forme :
P(rt) = ((p(u,0)p(u+r,1)),)
1

= u u r 31}..
= v o, e Optet ) d

ou V(r) est la fonction volume introduite au chapitre 12. En utilisant la définition de I'opé-
rateur densité, on écrit :

_ u-r u-+r-—r, 3u
P = g 2 /| B )3 r () d' (A13)

Sans tenir compte des effets de volume (V(r) = V = Nu,, v, volume moyen par atome), on
définit classiquement la fonction de corrélation de paire dépendente du temps G(r,t) par :

Glr.t) = % Z/ (6(1 = 10 (0))5(u + T — 1 (1)) dPu. (A14)

nn’

ce qui donne la relation

P(rt) = (A.1.5)
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A.2 Transformée de Fourier de G(r.t)

En utilisant la représentation intégrale de d(u + r — ry,(¢)), on exprime G(r,t) sous une
forme intégrale :

Grt) = — Z/ e (0))5(u + T — 1 (1)) dPu

nn’

— )3N Z// u -1, ezq~ueiq~(r—r”/(t))> d3qd3u
1
— efar, (0) gia-(r—r,/ (1)) d3
(27)3N Z/ >

La transformée de Fourier de G(r,t) s’obtient alors :

/G(r’t)efi(qrfwt)dfﬁrdt _ (2 §3N Z/<€iq,‘r"(0)67iq/'r"'(t))> e—i(q—q’)md3reiwtd3q/dt
™
_ % Z / <eiq'-rn(0)67iq'-rn/ (t))> 5(q N ql)eiwtqu/dt

_ NZ/ zqrn(O —iqr, /())>eiwtdt

nn’

= Z/ eiq‘rn(o)e—iqrn_'_m(t))>eiwtdt
m

ol dans la derniere ligne la moyenne spatiale (...), a été effectuée.
On trouve bien la relation 15.1.28 :

1

— | G(r,t)e i @T=t) g3yt (A.2.1)
21h

S(q,w) =

En admettant que les opérateurs A = r,,(0) et B = r,/(t) commutent (ce qui permet d’écrire

eAtB = e4eB), on peut donner & G(r,t) sa forme classique G (r,t) :

1 iq-(r —-r, r :
Curt) = gy 2 [ (0000
1 |
_ WZ / (e tn@rrn® 0 g, soit,

Ga(r,t) = Za — g (t) +1,(0)) (A.2.2)

qui montre que G (r,t)d’r est la probabilité d’avoir un atome en r,, au temps 0 et un
autre atome dans d®r autour de r,,,, au temps t.

En ce qui concerne les rayons X, on utilise plutét la fonction de corrélation de paire
statique g(r), relié & G(r,0) par 'expression :

G(r,0) = 5(r)+@. (A.2.3)

Va
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Avec ces définitions on vérifie les conditions de normalisation :

/G(r,t)d3r =N et /@d% =N-1 (A.2.4)

U(L
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Annexe B

Le théoreme optique

La relation connue sont le nom de théoréme optique relie la section efficace d’absorption
d’un systeme diffuseur o7, & la partie imaginaire de sa longeur de diffusion vers I'avant
b(0).

47
OTot = 0q + 04 = ?Im(b(O)) (B.0.1)

La démonstration la plus générale de ce théoreme se fait a partir de la conservation du flux
de particules (ou de I’énergie) lors du processus de diffusion. Pour rendre la démonstration
indépendante du quanton (photon ou particule) il faut introduire un vecteur courant J(r,t),
vérifiant une relation classique de conservation :

ap(r, t) +div J(r,t) =0 (B.0.2)
Dans le cas d’un champ électromagnétique (photon), p(r, t) représente la densité d’énergie
du champ. Pour une particule de fonction d’onde ¥(r,t), p(r,t) est la densité de probabilité
de présence. L’application du théoreme de Gauss a la formule précédente montre que la
variation de ’énergie (de la probabilité) dans un volume donné est égale au flux de J(r,t) &
travers la surface limitant ce volume.
Pour un champ électromagnétique scalaire :

V(r,t) = Re (U(r)e "), (B.0.3)

on montre [10] que la valeur moyenne J(r) du courant sur une période T longue devant 1/w
vaut :

(J(r,t))p =J(r) = =i (U*(r)VU(r) — U(r)VU*(r)), (B.0.4)

ou [ est un réel positif sans importance ici.
Pour une particule, et en considérant les état stationnaires de diffusion, J(r) est un
courant de probabilité indépendant du temps qui satisfait I’équation [8, page 238] :

h

I(r) = —ig— (¥ (1) Vi(r) — 9(r)Vy'(r)). (B.0.5)

223



224 ANNEXE B. LE THEOREME OPTIQUE

Les équations B.0.4 et B.0.5 sont identiques, ce qui permet une démonstration générale
du théoreme optique. Nous garderons pour cela les notations de I’équation B.0.5, en prenant
B ="h/2m.

On considere une onde plane incidente, dont ’amplitude complexe est donnée par :

Pi(r) = Ae™iT. (B.0.6)

Dans le cas d’une particule, le coefficient A est en général pris égal a 1/ VY, ol Y est un
volume de référence, ce qui permet de normaliser la fonction d’onde. Cette onde subit une
diffusion sur un centre diffuseur situé a ’origine. L’onde diffusée, loin de l'origine (kqr > 1)
est une onde sphérique qui s’exprime

b .
Ya(r) = A@elkdr, (B.0.7)
r
ou b(q) est la longeur de diffusion, a priori dépendente du vecteur de diffusion q = kg — k;.
En régime permanent, le champ total vaut donc :

P(r) = Ae™™ + @e“”), (B.0.8)

ou on a pris k = kg = |k;|. Dans la suite, et pour alléger I’écriture, nous prendrons A = 1.

Le principe du calcul est d’exprimer le courant J(r) et de calculer son flux ! F & travers
une sphere Y de rayon R centrée sur diffuseur. Si on appelle n le vecteur sortant normal &
¥, ce flux de courant vaut :

]—'://EJ(r)-ndE (B.0.9)

D’apres 'expression du courant, F se décompose en trois termes : le flux du courant de
I’onde plane incidente F;, celui de 'onde diffusée F; et le terme du a l'interférence entre les
deux, F'. Si le diffuseur est absorbant, ce flux est égal & —F,, le flux absorbé. On écrira
donc :

F=-Fo=Fi+Fa+F (B-0.10)

Le flux de I'onde plane incidente est nul & travers la surface 3. En effet, le courant J;(r)

est donné par : 4 '
Ji(r,t) = if(e i Tike™T —cc.) = —20k;. (B.0.11)

Son flux a travers X est égal & l'intégrale de k; -n = cos 20 sur la sphere X (ot 0 est angle de
diffusion), qui est évidemment nulle. Cette expression du courant incident permet de trouver
que le flux ®; incident sur le diffuseur est égal a :

o, = Mk (B.0.12)
m
L’équation B.0.10 peut donc se réécrire :
~Fo—Fa=F, (B.0.13)

ce qui traduit le fait que la diminution d’intensité due a I’absorption et la diffusion est due
au terme d’interférence, qu’il s’agit de calculer. Ce terme F' est le flux & travers ¥ de :

—if(e” TV <b(rq)ei]”> + ikje” ki T (b(q)e“”> —c.c.). (B.0.14)

r

1. On prendra garde & ne pas confondre le flux F du vecteur J(r) et le flux ® de particules ou d’énergie.
Pour une petite surface s, on a F = ®Ps.
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Le gradient de ’onde sphérique vaut :

ekr r o T ik r ki
V( - > = (77“73 +zkr—2)e = (—T—3 +z7)e (B.0.15)

Si la sphere d’intégration a un rayon R suffisemment grand (r = Rn), le premier terme est
négligeable devant le second et le terme d’interférence s’écrit :

F = % //2 ((kd + k;)b(q)e ki —kr) _ c.c.) -ndX. (B.0.16)

Cette intégrale peut s’évaluer en utilisant un théoreme général [10] qui donne une ap-
proximation & grand R de 'intégrale suivante :

7/ /Z Gl m s ~ 2T [Gng)e M — Gng)e ] (B.0.17)
En prenant :
G(n) = ((kn + k;)b(q)e* ™) - n, (B.0.18)
on trouve :
F' = 4imBb(0) — 4imb* (0) = —873Imb(0). (B.0.19)

En revenant aux définitions des sections efficaces d’absorption données par les equations
10.2.3 (pour un seul diffuseur) et 10.3.1 (en intégrant sur l’angle solide), on voit que les
sections efficaces sont égales au rapport des flux de courant F par le flux incident ®;. On
trouve finalement le résultat :

F' o 8rfpIm(b(0)) 4w

Fo+Fa _ ompim(oV)) — am
Tl. =0,+0q= Qﬂk = 25/€ =7 Im(b(O)), (BOQO)

qui constitue le théoreme optique.

Ce résultat montre que :

e la perte d’énergie des particules incidentes par absorption et diffusion est di a l'inter-

férence entre ’onde incidente et 'onde diffusée

e c’est la composante de 'onde diffusée en quadrature avec ’onde incidente qui est

responsable de cette diminution.

Ce dernier point, loin d’étre évident, montre qu’'une bonne théorie de la diffusion doit
calculer une longueur de diffusion complexe. Ce n’est pas le cas de 'approximation ciné-
matique, qui considere des longueurs de diffusion réelles, mais de maniere cohérente néglige
I'atténuation du faisceau incident par diffusion.
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Annexe C

Calcul de la section efficace de
diffusion

On considere la diffusion d’un quanton de vecteur d’onde incident k; et de vecteur d’onde
diffusé k¢ sur une cible quelconque. Les fonctions d’onde et les énergies des états finaux et
initiaux seront notées :

état initial |’(/JZ> = |ki04i§ ¢z> ] € = Ez + 51 (CO].)
état final |¢p) = [krap;dp) ;s e = Ep+ &

|¢i(r)) et |pf(r)) décrivent les états initiaux et finaux de la cible. |k;a;) et [kray) les états
initiaux et finaux du quanton. Les grandeurs a;(y) décrivent soit la polarisation e;s) des
photons, soit ’état magnétique du neutron.

Dans le cas des neutrons, les fonctions d’onde sont égale a %eikm(fﬂ ou Y est le volume
de 'expérience. Ce volume sert a normaliser les fonctions d’onde des neutrons et a quantifier
les états k, mais il n’intervient pas dans le résultat final. Les photons sont décrit en deuxieme
quantification.

L’énergie totale de systeme est €, somme de 'energie de la cible E et de celle du quanton
E. Les transferts d’énergie et de quantité de mouvement sont :

hw = Ef—EiZgi—gf (0.0.2)
hq = hky— Tk,

Au chapitre 10.3, nous avons défini la section efficace différentielle par :

do  dN
Q&

(C.0.3)

ou dN est le nombre de quantons diffusés par unité de temps dans I’angle solide df2 et ®; est
le flux de quantons incidents. Ce flux est égal au produit de la densité par la vitesse, soit :

1 nk;

O, = .04

Neutron i =y (C.0.4)
1

Photon : @; = ve (C.0.5)
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La calcul du nombre de quantons diffusés se fait dans ’approximation de Born, dans
laquelle on suppose que la particule ne diffuse qu’une seule fois sur le diffuseur. Une discussion
compléte de cette approximation se trouve par exemple dans [9, p. 15].

Le nombre dN;¢ de quantons diffusés par unité de temps dans ’angle solide df2 est donné
par la régle d’or de Fermi, qui donne la probabilité de transition par unité de temps entre
deux états d’un continuum, [¢);) et |i)s) :

g H ) (W] H ) ||
Ei - Em

2
ANy = 5| (g H i) + )

m

p(E7)dD (C.0.6)

ou p(&y) est la densité d’états finals du quanton dans 'angle solide d2, et H = V(r) est
I’Hamiltonien d’interaction, qui dépend de la nature du quanton. Le développement en per-
turbation est poussé a l'ordre deux, la somme du deuxieme terme étant faite sur tous les
états intermédiaires |1y, ).

Pour obtenir la section efficace totale il faut sommer sur tous les états finals possibles et
moyenner sur les états initiaux de la cible et du quanton, de probabilité P;.

do 1 dNif
X5 22:791‘ zf: 00 (C.0.7)

Cette derniere opération revient a faire la moyenne statistique sur les états de la cibles, que
nous noterons parfois < ... >.

C.1 Expression générale de la section efficace

Par définition p(€;)dE;dQ est le nombre d’états du quanton diffusé dans d2 avec I’énergie
comprise entre £ et £ + dE¢. C’est donc le nombre de vecteurs d’onde dans I’élément de
volume d*k = k}dk;dQ. Comme pour n’importe quel quanton Y/(27%) est la densité d’état
k, on a donc :

Y
p(Ep)dEpdQ = Wk}dk,dg (C.1.1)

L’expression de I’énergie en fonction du vecteur d’onde dépend du quanton. On a :

2 2
Neutron : & = ;—Mkﬁ et d&; = %kfdkf (C.1.2)
Photon : &f = hkyc et d&f = hedky (C.1.3)

ce qui donne :

Y M
— 1.4
(2ﬂ)3 72 kf (C )

Y ikQ
(2m)3 he' !

Neutron : p(&f) =

Photon : p(&f) =




C.2. PHOTONS : CALCUL DE L’ELEMENT DE MATRICE 229

La section efficace différentielle s’exprime donc :

d ky (YN (M\?
Neutron : (cl?l) :k£<27r> <hz> |<wf‘Hn|'(/}i>‘2 (C.1.5)

Co(do\ (YN (k)] 2
Photon : (dQ>ph(27T) <hc> [V ¢| Hpn [103)]

Dans les deux cas, la section efficace différentielle partielle s’exprime, en utilisant la
propriété de la distribution ¢ :

d%o d’o do
<d9d5f) - (deE) - (dg> 0(Ef — B + hw) (C.1.6)

Dans le cas d’un atome situé a l'origine, les Hamiltonien d’interaction H sont les suivants :

orh2
Neutron : Hpe =V(r) = 71-thé(r) (C.1.7)

Z 2
Photon : Hpp = Z <—2in(pj “A(r;)+ A(ry) - pj) + ZemAz(rj)> (C.1.8)
j=1

V(r) est le pseudo-potentiel de Fermi et b la longueur de diffusion du noyau, définis au
§ 15.1.2. p; et A(r;) sont 'impulsion de 'électron j de l'atome cible et le potentiel vecteur
de I'onde incidente au point r;, respectivement.

Si la cible est constituée de N atomes, situés aux positions r,,, et possédant Z,, électrons,
situés en r;, , on utilise I'approximation dite cinématique. Ceci revient & négliger les diffusions
multiples dans la cible et I’atténuation du faisceau incident par diffusion. Les Hamiltonien
d’interaction s’écrivent comme la somme des Hamiltonien atomiques H,, :

2

Neutron : Hpey = ; Vp(r —r,) = 2 %bné(r —1,) (C.1.9)
Zn e e2

Photon : Hp,, = Z Z (—m(pj -A(r;,) + 2mA2(I‘jn)> (C.1.10)

n jn=1

Dans la suite nous noterons I’Hamiltonien de photon H,, = Hy,, + Hs,,.

C.2 Photons : calcul de I’élément de matrice

C.2.1 Expression du potentiel vecteur

On considere d’abord un électron au point r. Le potentiel vecteur en ce point s’écrit (voir
par exemple réf. [9], p. 599) :

/ h iker t  —ikr
A(I‘) = ;ea m (aake + a, k€ ) . (C21)

a et a' sont les opérateurs d’annihilation et de création qui agissent sur des états quantiques
de la forme |...nge,Nk/e ... ), donnant le nombre de photons dans les états |k,e). On a

typiquement : a |n) = v/n|n—1) et a |n) = Vn+1|n+1).
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Pour Iinstant, aucune hypothese n’a été faite sur le type de rayonnement envoyé sur la
cible. Avant de restreindre les calculs au cas des rayons X, il est intéressant d’analyser les
types de processus de diffusion possible & partir de ’Hamiltonnien C.1.10.

Le termes de Hi, est linéaire en A. D’apres I'éq. C.2.1 ce terme est donc proportionnel
aux opérateurs a.x et aLk. Au premier ordre en perturbation, ce terme décrit donc des
processus d’émission ou d’absorption d’un photon par ’atome. Le terme Hs,,, proportionnel
4 A2, décrit des processus par lesquels : deux photons sont créés (aLaL,), deux photons sont
annihilés (axax’), et un photon est anhililé puis un autre crée (akaL,). Ce dernier processus
est un processus de diffusion. C’est ce terme qui domine la section efficace de diffusion et
que nous allons considérer dans cet annexe.

Au deuxieéme ordre en perturbation, Hy, décrit un phénomene de diffusion en passant par
un état intermédiaire : absorption d’un photon |k;,e;), puis émission d’un photon |k¢,ey).
Ces processus sont en général négligeables sauf s’ils sont résonants, c’est-a-dire que le photon
incident a une énergie proche de 1’énergie de liaison d’un électron.

C.2.2 Calcul de I’élément de matrice

On considére que le photon incident (k;,e;) est diffusé par I'atome et passe dans ’état
(ks,ey). L'état quantique initial du rayonnement est donc décrit par le ket |1y,e,, Ok e, ) €t
I’état final par le bra <Okie” Ik es ‘ L’état initial de la cible est décrit par la fonction d’onde
@; et I'état final par la fonction d’onde ¢¢.

L’élément de matrice (¢y| Hpp, [1);) & calculer s’exprime donc :

2
e
<1/’f| th |¢Z> = <Okiei7 1kfef’ <¢f| %AQ |¢’L> ‘1kiei70kf8f> (022)

Le terme A2 contient des produits croisés d’opérateurs donc deux seulement détruiront
un photon (k;,e;) et créeront un photon (ks,ey) :
akieialfefei(kifkf)'r et aif(fefakieiei(kifkf)'r (C.2.3)
En introduisant le vecteur de diffusion q = ky — k;, on trouve que 1'élément de matrice
vaut : )
e h
H N_
<wf| ph |¢z> m GOY\/W
On considére maintenant un atome au repos situé a 'origine. Celui-ci est supposé infi-
niment lourd, afin de négliger son recul, et donc tous ses états finaux d’impulsion non nulle
possibles. Cette approximation n’est pas nécessaire mais elle permet de faire apparaitre les
parametres pertinents de la diffusion par un atome. Ce cas correspond en effet a la diffrac-
tion par un cristal, pour laquelle le cristal en entier, et donc les atomes, recule de maniere
négligeable.
La section efficace s’exprime :

(ei-ey) (fl eI |¢y) (C.2.4)

do kf 2

Neut : — =—1b 2.

eutron (dQ>neu s D] (C.2.5)
2

do ky (do —iqr;
Photon : (dQ) h: g kT (dQ>Th (Drl E e "I ;)
P f J
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ou 'on a introduit la section efficace différentielle de diffusion Thomson.

do 9 , €2
( dQ)Th = = (o o) (C.26)

Remarquons que dans le cas des neutrons, cette section efficace ne tient pas compte de
la diffusion magnétique, traitée au chapitre 15.3.

Dans le cas des rayons X, cette section efficace se divise en une section efficace « élas-
tique » ou Thomson, ou les états initiaux et finaux de la cible sont identiques, et une section
efficace « inélastique » ou Compton, ou ’état final de 'atome est dans un état excité. Un
électron est éjecté de I’atome avant de subir le recul. Le terme de polarisation e; - ey indique
clairement que seule les diffusions o — o et ™ — 7 sont possibles : 'interaction que nous avons
considéré ne fait pas tourner le plan de polarisation de la lumiere.

C.3 Cas d’un atome a un électron

Pour un atome a un électron, la section efficace différentielle se simplifie. On suppose de
plus que pour tous les états finaux ky ~ k;. Cette approximation consiste a dire que 1'énergie
des photons est trés supérieure aux énergies de liaisons des électrons. En effet, la figure 11.5
permet de voir que dans ce cas, le photon diffusé par effet Compton a une énergie voisine
de celle du photon incident. On trouve alors :

(35) - (i), S lterle o0l (©a1)

et en utilisant la relation de fermeture >, |¢f) (¢ =1 :

D losle ™97 (o)
!

= D (Gl €Y bg) (brl eV () = (il pi) = 1 (C.3.2)
f

Ceci donne le résultat classique :

(é‘lls?)ph N ((cilg)m (C.3.3)

La diffusion élastique correspond au cas ou les états finals et initials de ’atome sont
identiques. Dans ce cas, la fonction d’onde électronique reste la méme avant et apres la
diffusion. Le terme (¢;| e™*4™ |¢pf) est la transformée de Fourier de la densité électronique
pe(r) de 'atome : le facteur de diffusion atomique f(q). Celui-ci s’exprime :

fla) = (¢l |g) = / B(r)¢" (r)e V" dPr = / pe(r)e " dPr (C.3.4)

On obtient alors la formule classique de la section efficace différentielle élastique (ou
Thomson) de diffusion par un atome :

do do 2
“ ~\ao C.3.5
(dQ)Ph,Thomson (dQ)Th f (q) ( )
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La diffusion Compton est alors donnée par une simple différence :

(%)pwommn = (j{'))m (1- f*(a)) (C.3.6)

On remarque simplement que si I’électron est libre, sa fonction d’onde est une onde plane
et le facteur de diffusion est nul pour tout q # 0 : il n’y a pas de diffusion Thomson.

C.4 Cas d’un atome a plusieurs électrons

Le cas d’un atome a plusieurs d’électron est plus compliqué car la présence de plusieurs
électrons donne naissance a des termes croisés e @ ®i75) dans la section efficace totale.
Seule la section efficace de diffusion élastique est calculable simplement, en exprimant 1’é1é-
ment de matrice & partir des fonctions d’ondes multi-électroniques ¢(ry,ry...r7) :

(Gs] > e |g;) = /¢(r1,r2...rz) > e TG 1y, 19,1 ) dPr (C.4.1)
J J
Comme chaque opérateur e~*4%i n’agit que sur 1’électron j, ’élément de matrice s’écrit :
Z / ¢(I‘1, ro,..., rz)e_iq'rj (ﬁ* (I‘l, ro,..., rZ)d?’rl...d3rZ (042)
J
= 2 / pe.j(rj)e " d’r; (C.4.3)
J

= /pe(r)e*iq'rdgr (C.4.4)

ol pe,j(r;) est la densité électronique de ’électron j.

A condition que 'énergie des photons ne soit pas proche des énergies de liaison des
électrons dans I’atome, la section efficace différentielle de diffusion Thomson est donc donnée
par la formule classique :

do ) < do ) 9
ao e 12(q) (C.4.5)
(dQ ph,Thomson ds Th

qui est la méme que la formule que nous avons obtenue par la méthode classique au § 11.3.
Dans cette formule, f(q) est le facteur de structure atomique, égal a la transformée de
Fourier de la densité électronique totale pe(r).

C.5 Cas d’un ensemble d’atomes

On considéere maintenant un ensemble de N atomes de Z,, électrons, situés aux positions
r,. La section efficace différentielle de diffusion sur la cible dans ’état i s’exprime de maniere
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générale par :

i) (C.5.1)

do _ ky (do —iqry,
(dQ)wh - Ef:ka <dQ>Th <¢f‘zze )

noJn

ol les états |¢;) = [¢1...0n),; et |pf) = [d1...¢n), sont des états initiaux et finaux de
l’ensemble des atomes de la cible. Ces états décrivent la position et 1'état électronique de
I’atome. Les seuls processus de diffusion qui peuvent interférer sont les processus qui laissent
invariants ’état électronique de I'atome. L’effet Compton, qui change I’état électronique,
contribue de manieére incohérente a la section efficace.

Ceci peut se voir algébriquement de la maniére suivante. Notons [¢y) = |¢1...¢;L,...¢N>f,
un état dans lequel 'atome n’ a subi un effet Compton et est passé dans I'état ¢/,. Comme
cet état |¢f) est orthogonal & I’état initial |¢;), tous les termes :

(D1 O] Ho |16, (C5.2)

sont nuls sauf si n = n’. Il n’y a donc pas d’interférence entre les photons diffusés par effet
Compton par des atomes différents. Comme il y a IV atomes, les sectons efficaces de diffusion

Compton atomiques, notées (g—g s’ajouteront.

)n,C’ompton7
Si les états électroniques initiaux et finaux sont les mémes, le calcul est le méme que pour
la diffusion par un atome. Pour faire apparaitre une expression simple de la section efficace,

on suppose que les atomes sont immobiles. La section efficace différentielle vaut alors :

da) (da) / L
- =5 Pe,tot(r)e 4T
(dQ iph st ) .,

Cette expression montre clairement que la section efficace différentielle est la somme des
sections efficaces atomiques inélastiques Compton, qui n’interferent pas, et de la section
efficace Thomson, qui traduit un phénomene d’interférence entre les diffusions par tous les
électrons de la cible. Dans la suite nous ne tiendrons pas compte du terme de diffusion
Compton.

Pour aller plus loin, il faut introduire les mouvements des atomes. Les états de bases
décrivent les positions de tous les atomes dans la cible et les position r,, sont des opérateurs
quantiques agissant sur ces états.

La section efficace différentielle devient :

do . ]Cf do i 2
(dQ>i,ph - ; ki (dQ>Th ‘<¢f| /pe’wt(r)6 o) (C.5.4)

Si les électrons de valence sont négligés, la densité électronique totale peut se décomposer
comme la somme des densités atomiques :

pe,tot(r) = Z pe,n(r - rn) (055)

: + ; (jg) (C.5.3)

n,Compton

dont la transformée de Fourier fait apparaitre les facteurs de diffusion atomiques f,(q). En
introduisant sous l'intégrale la longueur de diffusion Thomson, 1’expression générale de la
section efficace différentielle partielle s’écrit :

(), =%

2

(@51 bu(@e 9™ |g;) (C.5.6)
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Cette expression est générale quelque soit le type de quanton. Pour les rayons X, la
longueur de diffusion atomique b,,(q) = by, fr(q) dépend du vecteur de diffusion q alors que
pour les neutrons, cette longueur est constante.

Aprés une moyenne sur tous les états initiaux de la cible on obtient I'expression de la
section efficace différentielle partielle :

¢i)| (Ey — E; + hw) (C.5.7)

d2 k —iq-r
RIS <¢f|§n:bne o

@ f

Dans cette expression, la fonction ¢ indique que la section efficace est calculée & une
valeur donnée de hw. La valeur de k; est donc fixée et peut sortir de la sommation.



Annexe D

Cohérence d’un faisceau

Dans cette annexe, sont démontrées les formules utilisées dans le chapitre sur la cohérence
des faisceaux de lumiere : le théoreme van Cittert-Zernike, les formules donnant l'intensité
diffractée par les fentes d”Young puis par un corps de structure quelconque.

D.1 Théoréme van Cittert-Zernike

F1GURE D.1 — Géométrie utilisée pour le calcul de la propagation de I'(ry,ra, 7).

On considere une source ¥ émettant un faisceau quasi-monochromatique, dont on veut
calculer les propriétés aux points P;(r;) situés a des distances R; ~ D de la source.

Pour démontrer le théoreme van Cittert-Zernike il faut partir du principe d’Huygens-
Fresnel adapté a notre probleme, qui énonce que le champ crée en un point P; est la somme
des champ d’ondes sphériques émises par tous les points Sy de la source :

U(I'Lt) = %/ Wdzsl (Dll)
P 1

ou Ry = P, S; (voir Fig. D.1).
En substituant cette équation dans I’ expression de la fonction de corrélation mutuelle

(éq. 11.2.1) I'(ry, ra,7) = (U(r1,t)U*(re,t + 7)), on exprime celle-ci en fonction de celle de

235
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la source I'(s1,82,7) :

k I'(sy,s9, 7 — (f2=fi
L(ry,ro,7) = (%)2 // (51,52 R1Ri ¢ ))d2s1d2s2 (D.1.2)

A condition que (Ry — Ry)/c < 7, le temps de cohérence de I'onde, on peut écrire?! :

Ry — Ry

P T (s1,sg,7)e (2=, (D.1.3)

F(SLSQaT - (

Comme les distances r; sont grandes devant la taille de la source, un développement au
premier ordre en s/r de Ry = |[r; — 81| et Ry = |ry — so| donne :

ry-s; rs-Ss

Ri=mr — et Ro =19 —

T1 T2

(D.1.4)

Dans une situation réelle les termes r - s/r valent quelques longueurs d’onde A. Il est donc
important de les conserver dans les termes de phase, mais pas dans les distances. On fera
donc Papproximation donc 1/R ~ 1/r.

On obtient alors la formule générale suivante, qui décrit la maniere dont se propage la
fonction de corrélation mutuelle :

ZkZ(TQ 7‘1 rq-s ro- s
P(rle'QaT) = rr // Sl,SQ, k( 1’"11 2 2)d251d252 (D15)
172

Pour obtenir le théoreme, on calcule la fonction de corrélation instanée (a 7 = 0) et on
suppose la source incohérente en écrivant :

F(Sl,SQ,T = 0) = 1(51)5(52 - Sl) (D16)

En normalisant par le produit :

1
VIr)/I(ry) =(r,r,7 = 0)Y20(rg,1re,7 = 0)1/2 = —(£)2 /I(S)dQS (D.1.7)

rire 21

vl

on obtient la facteur de cohérence complexe p(ry,rs) :

, I(s)e 055
_ 0) — gik(ra—r) J D.1.8
p(ri,r2) = y(r1,r2,0) = e Js I(s)d?s ( )

Cette équation constitue le Théoreme de van Cittert-Zernike.

Une derniere simplification peut étre obtenue en remarquent d’abord que r;—ls = rj—is ol
r,; est la composante de r; orthogonale & la direction de propagation du faisceau (voir Fig.
D.1). En utilisant ensuite la faible divergence du faisceau et 1’éloignement de la source, on

peut considérer que l'onde est plane : k(ro —r1) = k- (r2 — r1). On obtient finalement :

. I(S)e—’ik‘(ré? _
_ ik (ro—r1) fZ D.1.9
/L(I‘l,l‘g) € fz I(S)d2s ( ok )

1. Cette approximation se comprend en considérant le champ U(r,t) ~ e(r, t)e’! comme le produit d’un
terme et décrivant Poscillation principale du champ & la pulsation w, et d’une fonction « enveloppe »
e(r, t) variant plus lentement dans le temps. On peut alors écrire : T'(r1,12,7) = (e(r1,t)e* (ra, t +7))e ™™,
ou {e(r1,t)e*(re,t+ 7)) est une fonction variant a 1’échelle du temps de cohérence de l'onde. Si 7 < 7, cette
fonction reste égale & sa valeur en 7 = 0 et donc : I'(r1,r2, 7) ~ I'(r1, ro, O)e’“‘”'.
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D.2 Diffraction par un faisceau partiellement cohérent

D.2.1 Les fentes d’Young

On considere une paire de fentes horizontales identiques situées aux points Pj(r1) et
Py(r3) avec ro = ry + a, ayant des ouvertures négligeables devant la longueur d’onde du
faisceau incident (voir Fig. D.2), dont la direction de propagation est donnée par son vecteur
d’onde k. Le diagramme de diffraction est mesuré en des points M(r), situés a des distances
Ry et Ry des fentes. Le champ U(r, t) au point M, s’écrit comme la somme des champs issus
des fentes 1 et 2 :

U(I‘,t) = KlU(I'l,t - Rl/C) + KQU(I'Q,t - RQ/C), (D21)

ou K; et Ky sont des coefficients qui dépendent de la taille des fentes et de la géométrie
de lexpérience ; ce sont des nombres imaginaires, d’apres le principe d’Huygens-Fresnel (éq.
D.1.1).

M(r)

—_— IPl(rl)

FIGURE D.2 — Géométrie des fentes d’Young.

L’intensité diffractée est la moyenne temporelle (prise sur un temps supérieur au temps
de cohérence de I'onde) de l'intensité instantanée :

I(r) = (U(r,)U" (r, 1)) (D.2.2)
En substituant ’expression D.2.1 on obtient :

I(r) = [Ki|*(I(r1)): + [Kal*(I(r2)): (D.2.3)
+ 2Re(K K3 (U(r1,t — Ry Je)U*(ra,t — Ro/c))y). (D.2.4)

Les deux premiers termes sont respectivement égaux aux intensités I (r) et Iz(r) diffusées
par les fentes 1 et 2 seules. En introduisant la fonction de corrélation mutuelle I'(ry, ro, (R; —
R3)/c)) le troisieme terme s’exprime comme la partie réelle de :

K1 K3D(r1,re, (R — R2)/c)) = KlKQ\/ r1)v/I(r2)vy(r1,re, (R1 — Ra)/c)(D.2.5)
\/Il IQ ’7 I‘1,I‘27(R1 RQ)/C)), (D26)

ou l'on a utilisé le fait que K1 K; = |K1||Ka|.

En remarquant que R; — Rs est la différence de marche ¢ entre les faisceaux diffusés
(voir Fig. D.2), on obtient finalement expression de I'intensité diffractée en fonction de la
fonction de cohérence ~y(ry,ra,0/c) :

I(r) = Ii(r) + I2(r) + 24/ I1(r)\/I2(r) Rey(ry,r2,6/C) (D.2.7)
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Comme la taille des fentes est faible devant leur séparation a, les variations d’intensité de
I;(r) et I>(r) sont a priori faibles devant celles de I(r). La variation principale de 'intensité
diffractée, les franges d’interférence, est donc due & la dépendance de y(r, r2, d/c) en fonction
de 0. Pour les mettre en évidence, on utilisera un argument de la ref. [36].

Si la source est quasi-monochromatique de pulsation w, la fonction de cohérence complexe
peut s’exprimer(voir note p. 236) :

y(ri,ro,7) = \fy(rl,rg,T)\em(”’rz’T)e*iw, (D.2.8)

ou les fonctions |y(ry,ra, 7)| et a(ry,re,7) varient lentement en fonction de 7, c’est a dire a
Péchelle du temps de cohérence 7; de I'onde incidente. La phase a(ry,ra, 7) peut par exemple
représenter la différence de phase k - (r2 — ry) de l'onde incidente en r; et ro, qui est non
nulle si la direction de celle-ci n’est pas normale au plan des fentes.

L’intensité diffractée s’exprime alors :

I(r) = Ii(r) + Iy(r) + 24/ 11 (r)\/ I2(r)|y(r1, 12,0 /)| cos[a(ry, re, 8 /c) — ko). (D.2.9)

Le terme en cosinus varie rapidement en fonction de la position r par l'intermédiaire du
terme k6 et change de signe quand ¢ varie d’'une longueur d’onde A. Cette variation est
responsable des franges d’interférence.

On exprime alors les extrema de I'intensité au voisinage d’un point M (r) par :

Imaz(r) = Ii(r)+ La(r) + 2|y(r1,re,6/c) |/ I1(r)\/I2(r) (D.2.10)
Tin(r) Ii(r) 4+ I2(r) — 2|y(r1,r2,0/¢)|\/I1(r)\/I2(r), (D.2.11)

ce qui permet d’obtenir la visibilité des franges (Eq. 12.2.4)

Imaz: - mzn
Y (r) = 1. 1. = = 2|y(r1,r2,0/c)]

I' I'

(x) (r ] (D.2.12)

Si les fentes sont identiques et recoivent la méme intensité incidente, I (r) est égale & Is(r)
et on obtient la formule gnérale :

Y (r) = |y(ri,re,0/c)l. (D.2.13)

Comme on ne connait pas d’expression générale de la fonction de cohérence, il faut faire
quelques hypotheses pour comprendre son effet sur la figure de diffraction. La premiere est
Ihypotheése d’homogenéité de la source v(ry,rs,7) = v(ry — r1,7), parfois appelée source
modele de Shell, qui permet d’écrire ¥ (r) = |y(a, §/c)|. La deuxieéme est '’hypothese de ré-
ductibilité (voir §11.2) permettant de séparer les effets spatiaux et temporels. Finalement, on
choisit des formes simples pour le facteur de cohérence complexe et la fonction de cohérence
temporelle pour écrire :

”j/(r) — e—%(a/ﬁf)zeﬂRl—Rﬂ/Ez. (D.2.14)

Remarquons que pour un détecteur situé a une distance L grande devant a (régime de
Fraunhofer), on a |Ry — Ry| ~ Lsin 26.

A partir de cette formule, on peut voir clairement l'effet de la cohérence sur le dia-
gramme de diffraction. Une cohérence transverse partielle diminue la visibilité des franges
d’interférence de la méme maniere sur tout le diagramme de diffraction. Par contre, une
faible cohérence longitudinale ne la diminue qu’aux grands angles de diffraction 26, quand
la diffférence de marche ¢ devient comparable a &;.
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D.2.2 Cas général

On considere un objet illuminé par un faisceau de rayons X issu d’une source ¥ située
a la distance D, de taille faible devant D. Le champ au temps ¢ sur le détecteur situé au
point M(r) & une distance L du centre de I’échantillon, diffusé par la densité électronique
au point P (rq) vaut :

Ulry,t — MD
Ulrnt = 2 ey (D.2.15)

ou U(ry,t — MPI) est le champ retardé au point P;. La valeur de ce champ, s’il est issu du
point source situé en s; vaut :

d*s; (D.2.16)

MP;, j U(sy, t — M R
U(ry,t— ! —Z/ (s1 c)
N

)_7 c
& A Rl

Sans préjuger de la cohérence de la source, on écrit que la valeur du champ est la somme
sur tous les chemins possibles de diffusion. Elle est donc donnée par Uintégrale :

i U(sy,t — MAtEy
= —by,— —¢ D.2.1
Ulr1) = ~buy /V /E e (D.2.17)

Le module du champ au carré |U(r,t)|* s’exprime donc par la formule :

by Jt — MPERLy (s, ¢ — MPrtRa
Zth // // (s1,t YU (s2, )d251szzp(rl)p(rg)d3r1d3r2 (D.2.18)

RlMPlRQMPQ

FI1GURE D.3 — Géométrie utilisée pour le calcul de la diffraction par une source partiellement
cohérente.

Les distances apparaissant au dénominateur seront par la suite approximées par les dis-
tances moyennes L et D. L’intensité mesurée pendant un temps supérieur au temps de cohé-
rence du faisceau (quelques ~ 10 fs en pratique), s’obtient en prenant la moyenne temporelle
de cette expression. Comme les propriétés des rayons X incidents et ceux du systeme étudié
sont indépendantes, les moyennes temporelles des densités électroniques et des champs sont
découplées ; la moyenne des champs fait apparaitre la fonction de corrélation mutuelle :

MP, — MP; + Ry — Ry
c

F(517SQ, ) (D219)
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Du c6té du détecteur, on utilise 'approximation de Fraunhofer (champ lointain), ce qui
donne :
MP1 — MP2 = —kd . (1‘1 — 1‘2)7 (D220)

ott ky est le vecteur unitaire dans la direction de k.
Du c6té de la source, les développements déja utilisés (eq. D.1.4) permettent d’écrire :

Ri—Ry=T;- (1] —1rp) — L5 2752 (D.2.21)
1 T2
La fonction de corrélation mutuelle a considérer vaut donc :
D(s1,sp, A FL7T2) _T181 T2 2, (D.2.22)

Cry CTro

Comme le terme —% + 222 est bien plus petit que la longueur de cohérence longitudinale,
on peut utiliser 1'éq. (D.1.3) pour obtenir une l’expression :

D(sy, sy, T FLTT2) ) ibi(n iy (D.2.23)
w

Il faut maintenant intégrer cette expression sur tous les points de la source. En utilisant
le fait que l'objet est petit devant la distance D, la relation D.1.5 permet de voir que cette
intégrale est voisine de celle donnant la fonction de corrélation mutuelle en des points situés
sur le méme plan (le plan F de la figure D.3), c’est-a-dire tels que 71 ~ry :

; (rlL‘sl _ra] 's2
1

1 k
I(rig,ro0,7) = ﬁ(ﬁ)Q //F(Sl,SQ,T)ezk 2 )d251d252 (D.2.24)
>

La section efficace de diffusion différentielle (voir §11.3) s’obtient & partir de la relation
D.2.18, en rapportant |U(r,#)|> & 1/L? et au carré du champ incident sur Péchantillon que
'on supposera constant, comme au §12. L’intensité s’obtient alors en divisant par b7, :

I(q) = //V W(I‘ual‘uvwﬂp(n)p(rz)ﬁd?’rld%g. (D.2.25)

Cette expression est en fait une généralisation de la formule D.2.7, appliquée a toute les
paires d’atomes du corps. Pour s’en convaincre, considérons un corps monoatomique. En
utilisant 'approximation classique pour la densité électronique et le méme type de calcul
que pour obtenir les égs. 12.3.10, on trouve :

I(q) = |f(a)® /v(rl, %)(C(r)%d?’r (D.2.26)

ou C(r) = fV(r) pa(1)pa(u+ r)d3u et, comme au paragraphe précédent, on a considéré une
source modele de Schell.

Pour une paire d’atomes distants de a comme les fentes d’Young, C(r) = d_a + 200 + Ja.
On trouve donc, en utilisant les propriétés v(0,0) = 0 et y(r,7) = 7v*(-r,—7)2 et en

2. Cette dernitre propriété s’obtient en écrivant I'(ri,r2,7) = (U(ra,t + 7)U*(r1,t)); et en posant
t' =t+ 7 pour que I'(r1,r2,7) = (U(re, ') U*(r1,t' — 7))y = T(r2,r1,—7)*.
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appelant I,(q) = |f(q)|? l'intensité diffusé par un atome seul. :

o) = (@004 L@ (-a "L 4@ TY) o2z

q-a
= 2I,(q) +2I,(q) Rey(a, T) (D.2.28)
Cette équation est I'exacte analogue de 1’éq. D.2.7 si on remarque que q - a/w = d/c.
En supposant comme précédemment que la fonction de cohérence est réductible, c’est-a-
dire que g¢(7) = exp iwT|g:(7)|, on obtient la formule générale :

q-r
w

I(q) = | f(a)? / () |

)‘ (C(r))e "4 d’r. (D.2.29)
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Annexe E

Calcul des formules de Van
Hove

Pour un ensemble d’atomes de longueur de diffusion b,, la section efficace différentielle
partielle s’écrit (voir Annexe C) :

2

d20' k’f ia
=) P —iatn g\ §(Ef — E; E.0.1
4E = F ZP; <¢f|2njbne 6:)| 6(Ef — By + hw) (E.0.1)

En utilisant le développement de la fonction §(w) :
dt

d(w)= [ e E.0.2
(w) 5 ¢ (E.0.2)

on écrit :

2o kps—1 [ dt e i
deE)i_ ki;h/%w;bne |95) <¢f\zn:bne

R L
¢Z> e'L A ezw ,

(E.0.3)
ou la section efficace différentielle partielle a été restreinte & sa valeur pour un état initial
¢; pour alléger les notations. On utilise ensuite les relations suivantes :

,ﬂt

i He _iBr _;jHe
e T pi) =€ 7 o) et (ppleT T = (gpleT T,

car les états |¢;) et |oy) sont des états propres de la cible d’hamiltonien H.. On introduit
'opérateur d’Heisenberg e ~*@*»(*) (réf. [8] Chap. III) qui vaut :

e—zq.rn(t) _ ezT“te—zq'rne—zTCt

, (E.0.4)
ce qui donne

—iqr Pl i ifle —iqr, —ite —iqr
(D5 > bne™ 0™ i)y et = (Gs| €T b T H  gy) = (¢ D b AT D o)

(E.0.5)
soit

dQJ kd 1 iq-ry, (0) —iq-ry,(t) wt
deEl _ kizf:%h/dt <¢1|;bne 6;) <¢f|;bne |6s) €, (E.0.6)

243



244 ANNEXE E. CALCUL DES FORMULES DE VAN HOVE

en remarquant que le premier terme est pris en ¢t = 0.
Somme sur les états finauz. Cette expression de la section efficace peut étre simplifiée en
utilisant la relation de fermeture

> leg) (bpl = 1. (E.0.7)

f
On obtient alors :
== ; Lot Tn(0) —iqr,, /(1) | 4\ piwt .0.
deE)Z_ k; 27h dt (il Z bnbnre € i) e (E.0.8)

nn’

Moyenne sur les états initiauz. On doit maintenant faire la moyenne sur les états initiaux
¢; de la cible (on peut aussi dire qu’on moyenne sur un temps initial ¢y). Cette moyenne
statistique est notée (..) :

d*a _ kf 1 dt bbb iq-ry (0) ,—iq-r,/(t) iwt E.0.9
d0dE ~ & 2nh Znn/e e e (E.0.9)
nn
Moyenne spatiale. En suivant le méme raisonnement que pour la diffusion des rayons X on
pourrait introduire la fonction volume V(r) pour prendre en compte exactement des bornes
des sommes. Les formules de Van Hove s’obtiennent en faisant ’approximation V(r) ~ V.
On obtient :

d? ky N : : i
deaE _ kff X /Z<bnbn+me—zq~rn+m(t)e“l'l‘n(o)>elwtdt (E.0.10)

Dans cette expression, la moyenne (..) représente la moyenne spatiale et statistique comme
au chapitre 14.

Ce résultat est remarquable car il s’applique aux deux types de quantons en changeant
by, en bry, frn(q) dans le cas des photons.



Annexe F

Diffusion résonante

F.1 Modele de 'oscillateur forcé

On considere le modele de Thomson de I’électron oscillant, mais sans négliger la fré-
quence propre d’oscillation de l'électron 1ié wy et en y incluant une force de friction kv
proportionnelle a la vitesse d’oscillation de 1’électron. L’équation de mouvement est alors :

ma = —eE + kv — mw?r (F.1.1)

Ce qui donne, tout calcul fait :

w?

f= (7 —d) il (F.1.2)
ou I' = k/m. Cette constante I', qui donne la largeur en énergie du pic de résonance, est
faible devant la fréquence de résonance wy.

Si wg = 0 et £ = 0, on retrouve le calcul de I’électron libre et f = fo = 1. Pres de la
résonance (seuil d’absorption), on a donc une modification de fy, auquel on doit ajouter une
composante réelle et une composante complexe : f = fo + f/+ f”. Cette derniere traduit le
fait qu'une partie de ’onde incidente est absorbée par I’atome.

Ce modele donne pour les corrections f’ et f” :

wi(w? — wd) — (wI)? w3

f @ ) A A A

On peut remarquer que le coefficient f” est négatif, de maniere cohérente avec les définitions
adoptées ici. Les courbes représentatives de f’ et f” sont indiquées sur la figure F.1. Bien
que ces courbes suivent grossierement les variations réelles de coefficients anomaux mesurés,
il est clair que ce modele n’est pas suffisant pour rendre compte des expériences. Il faut pour
cela faire un calcul de physique quantique, qui ne sera pas présenté ici.

F.2 Kramers-Kronig
On peut calculer les variations en énergie du coefficient f’ en utilisant les relations de
Kramers-Kronig et un modele présenté ci-dessous inspiré de [11]. Les relations de Kramers-

Kronig relient la partie réelle et imaginaire de la fonction de réponse d’un systeme physique,
satisfaisant au principe de causalité. Ces relations sont les suivantes :
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f(w) = 72T’P OOO %dw’ (F.2.1)
fw =-=p [ e
En utilisant le théoreme optique :
oa(w) = _%bthf”(w) = —W%Tf”(w), (F.2.2)

on trouve une formule reliant ’absorption, qui peut étre mesurée, et la partie réelle f'(w),
que 'on peut donc également obtenir de I’expérience :

, o 1 00 w’Qaa(w’) w
F(w) = P/O L) (F.2.3)

2m2r.c w2 — w?

Le petit modele suivant permet d’obtenir une expression analytique pour les coefficient
anomaux f’(w) et f(w) d’un atome libre. Dans ce modele, on définit ’absorption par :

’ -3
oW jwg) = o, <:}K) slw < wi (F.2.4)
W'\
= of () siw > wi (F.2.5)
WK

En posant z = w/wg et ' = w'/wi

w2, (w & 1
p/ 12 _ 2 dw =0, (A)KP/ /7332)d1-/+0'2_CUKP/1' mdwl (F26)

Pour calculer la primitive de la fonction (de z’) 7y, On utilise ensuite I'identité :

__ 1
z' (2?2 —x

1 1 x 1
2/ (22 — 22) ) (m’Q 22 x’) (F.2.7)

qui permet d’obtenir :

[M} _ 2—;2 In <sgn(:c’ _2) (1 - (;)2» (F.2.8)

Si I'on néglige o/, on obtient si x < 1 :

o[ e = (-G, e

= —53 In(1 — z?) (F.2.10)
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Siz > 1, le calcul est plus long car il faut prendre la partie principale de I'intégrale, soit :

77/ T _xz)dx’ =

. r—e 1 , o0 1 ,
o (/ ()" +/m (a2 —x?)d"c>

lim

[ )] (-

1
———In(2? -1
St - 1)+ o

212 T2 €0
1 9 1 . T—€
“gz 1”23;2!5%1“<x+e>

1 2

Avec les mémes notations, f” vaut :

fw) =

0 siw < wg
O'ij WK 2 .

— Sl w > Wk
4mrec \ w

g (12 P -2 (@—¢

(F.2.13)

(F.2.14)

Les courbes représentatives sont indiquées figure F.2. Les ordres de grandeur sont obtenus

= 3,13. Cette valeur est obtenu pas les auteurs de [11, p.212,244], dans

le cas de deux electrons de la couche K. L’unité utilisée est le nombre d’électron. Ainsi,
dans cet exemple, fo = 2. On retrouve qualitativement le fait qu’avant le seuil le systeme
n’absorbe pas les rayons X (nous l'avions introduit dans le modele...), et, ce qui est moins
évident, que le coefficient f’ est négatif. Ici, le facteur de diffusion fy est presque compensé

par le facteur correctif.

En réalité, c’est au voisinage des seuils que l'effet est le plus important. Pour I’Ar par
exemple, f' = —7 au seuil d’absorption K.
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Cofficients anomaux (nb e)
'Id 1 1 1 1
°L oL DO

KN
N

o
o
o
&
=
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=
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N
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3,0

FIGURE F.1 — Variation des coefficient anomaux f’ et f” en fonction de I’énergie au voisinage
de la fréquence de résonance wy dans le modele de I’électron lié. La constante I' a été choisie
égale a w/10.
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FIGURE F.2 — Variation des coefficient anomaux f’ et f” en fonction de ’énergie au voisinage
de la fréquence de résonance wy pour les deux électrons de la couche K d’apres le modele
exposé dans le texte.



Annexe G

Transformée de Fourier du
champ crée par un dipodle

Le champ magnétique crée en un point R crée par un moment magnétique Mg a l'origine

s’écrit :

Ms AR
R3

B = RotA = "’Rot
47

La premiere étape du calcul est d’utiliser la relation :

1 R
de = ——
gra R R3

ainsi que le développement en série de Fourier de % :

1 1 L iqR 3
fﬁ/?@qdq

En effet :

(G.0.1)

(G.0.2)

(G.0.3)

/ %eiq-Rd3q — / / zqR cos 6 sin 6do
q

/ sin qR 4w [ sinu 272
= — du = —
R 0 u R
Le rotationnel s’exprime alors :
Ms AR 1 1
Rot—2 A = ——Rot (MS A grad/ elaR g3 )
R3 2 ¢

= 2 = / Rot (Ms A grade’® R) d*q
T

= / —Rot (MS Aiqe'® R) d3q

Cor2
1
272

1
= = [ )\ (MsAq)etRd’q
q
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soit, en introduisant q, le vecteur direction de q :

Ms AR 1
ot ————— =

R -
R3 272

dA (Mg A Q) e 9Ra3q (G.0.4)

En développant le double produit vectoriel, on voit que :

aAMsAq) = (q-q)Ms—(q-Ms)q
= Mg —Mg;,, =Ms,

est la projection de Mg sur le plan orthogonal a q.
On obtient finalement :

Ms/\R_

1 )
Rot—s— =53 / M. e d'q (G.0.5)
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Glossaire des symboles

oE

> e p
QO
*

(=

dpri(d)

eiq.r (eQiTrs.r)

Qnu(Q)
q(: kd - ki)

Ru'uw (R)

s(= (k; —k;)/2m)
T

Vecteurs de base du réseau direct [4.1]

Module des vecteurs de base du réseau direct [4.1]
Angles entre les vecteurs du réseau direct [4.1]
Vecteurs de base du réseau réciproque [6.1]
Opérateur de rotation d’ordre n [4.2]

Masse atomique [10.1.2]

Longueur de diffusion (neutrons)

Distance entre plans d’une famille de plans réticulaire (hkl) [4.3]
Onde plane (notation cristallographique) [6.2]

Fonction de corrélation de paire atome-atome [2.2]

Fonction de cohérence temporelle [11.2]

Vecteur du réseau réciproque dans la convention des cristallographes
(thl-Ruvw = n) [6.2]

Indices de Miller du réseau réciproque [4.3]

Famille de plans réticulaires[4.3]

Famille de plans réticulaires équivalents par symétrie [4.3]

Vecteur d’onde incident (diffusé), neutrons ou rayons X. k = 27/ [6.6]
Nombre de mailles du cristal [2.2]

Coefficient linéaire d’absorption [10.1.2]
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Section efficace [10.1.2]
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Indices d’une maille
Direction d’une rangée du réseau direct [4.3]
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Volume du cristal [2.2]

Volume d’une maille

Volume de la maille réciproque [6.1]
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Visibilité de franges [12.2.4]

Potentiel d’interaction neutron-noyau
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